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摘 要

摘 要

复杂社交系统，如微信、微博、脸书，推特，抖音等，接受用户的输入信号，

产生输出信号，满足用户在系统中的各种信息需求，随时间不断演化，并产生社交

大数据。解释复杂社交系统演化机制是本文的核心课题，其对理解自然界中复杂

系统如何运行等科学问题，和在社交系统中如何提供可解释的推荐、广告投放等

计算服务都具有重要意义。然而，研究复杂社交系统的演化机制极具挑战，其体现

在：一，复杂社交系统由亿万链接的个体组成，其输出数据也多呈现链接的网络结

构，呈现结构复杂性；二，复杂社交系统中微观个体动态地相互影响，导致其宏观

整体输出与微观个体输入之和差别极大，即非线性；或在短时间尺度大规模涌现，

即爆发性；两者合称为动态复杂性；三，复杂社交系统在微观呈现随机无序状态，

但在宏观呈现确定有序状态，其演化呈现多尺度复杂性。传统分析方法基于物理

动力学模型，试图刻画复杂社交系统动态变化的现象，并揭示其变化的动力学机

制。然而，真实复杂社交系统如微信、微博等有着数十亿节点和数百亿条边，其动

态变化现象体现在宏观网络演化，微观个体社交行为，及信息在网络上的动态传

播等不同尺度及不同场景。通过数据驱动的方式，我们发现了上述复杂社交系统

在不同尺度不同场景的很多全新的复杂现象，而传统动力学模型不能刻画。

本文创新地将计算机科学和物理学理论融合，通过数据驱动的方式，对复杂

社交系统演化机制进行了动力学建模。具体而言，本文研究了复杂社交系统演化

的三个核心子课题，包括：一，社交网络多尺度演化规律发现和建模，其旨在回

答复杂社交系统在不同尺度如何增长的问题；二，信息流在网络中传播的复杂模

式生成，其旨在回答信息流在复杂网络上如何传播的问题；三，宏观分布函数的

微观动力学起源定理，其旨在回答如何连接微观行为和宏观现象的问题。我们所

提出的研究方法在微信（首次）和腾讯微博等大规模社交数据上进行了实验验证。

对于社交网络多尺度演化规律发现和建模子课题，我们发现宏观网络节点和边随

时间的幂律增长，提出网潮模型，准确刻画了网络演化规律，提升了对网络演化

长期预测的性能；并进一步发现了微观网络演化和个体社交行为的长期非线性和

短期爆发性增长，提出长短记忆随机过程，准确刻画了个体动态随机行为，提升

了微观行为的预测性能和可解释性。对于信息流在网络中传播的复杂模式生成子

课题，我们发现了真实社交系统中信息流的复杂结构，通过量化信息流结构发现

其复杂几何模式，并提出数据驱动的异构分支随机过程，解释了真实社交系统中

信息流复杂模式生成的机制，极大提升了拟合信息流复杂几何结构的准确性。对
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摘 要

于分布函数的动力学起源子课题，我们提出了一种构造化的解释，认为宏观确定

分布函数由随机到达的微观个体通过确定的动力学过程得到，给出了连接微观随

机性和宏观确定性的定理，并极大提升了宏观分布拟合准确率和可解释性。

我们通过数据驱动的动力学建模，很好地刻画了观测到的全新复杂现象，并

进一步从复杂系统的角度解释其动力学演化机制，有效地结合了数据科学的可计

算性和统计物理的可解释性。我们提出的数据驱动的动力学建模研究方法，试图

为建模，理解，预测真实世界中的大规模复杂社交系统奠定一定的理论基础。

关键词：复杂社交系统；数据驱动的动力学建模；微信；网络多尺度演化；网潮模

型；长短记忆随机过程；信息流模式生成；异构分支过程；分布函数动力

学起源；复杂多尺度分布拟合
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Abstract

Abstract

Complex social systems, such as WeChat, Weibo, Facebook, Twitter, Tik Tok, etc.,

accept users’ input signals, generate output signals, meet users’ various information and

social media needs, constantly evolve over time, and generate social big data. Explaining

the evolutionary mechanisms of complex social systems is the core topic of this paper.

It is of great significance to understand the scientific problems of how complex systems

evolve in nature, and how to provide interpretable recommendation, advertising and

other computing-based services in social systems. However, to study the evolutionary

mechanisms of complex social systems is extremely challenging. First, the complex social

system is composed of hundreds of millions of linked individuals, and its output signals

are always in the form of networked data, exhibiting structural complexity. Second, micro-

individuals in complex social systems interact with each other dynamically, resulting in a

large difference between the macroscopic output and the sum of micro-individual inputs,

that is, nonlinearity; or resulting in large-scale emergence on a short time scale, that

is, burst; these two are collectively called dynamic complexity. The complex social

system presents a random disorder state at the microscopic level, but the macroscopic

phenomena determine the ordered state, and thus its evolutionary process exhibits multi-

scale complexity. Traditional analysis methods are based on physical dynamical models,

trying to characterize the dynamics of complex social systems and reveal the mechanisms

of their changing. However, complex social systems in the real world such as WeChat,

Weibo, etc. have billions of nodes and tens of billions of edges, and their dynamic

phenomena are reflected in different scales and different scenarios such as macro network

evolution, micro-individual social behavior, dynamic propagation of information on the

network and so on. Through a data-driven approach, we have discovered many new

complex phenomena of the above-mentioned complex social systems in different scales

and different scenes, and the traditional dynamical models failed in capturing the observed

phenomena.

This paper tries to combine the theories in both computer science and physics to

model the evolutionary mechanisms of complex social systems through a data-driven

dynamical modeling approach. Specifically, this paper studies three core sub-topics of

the evolution of complex social systems. First, the discovery and modeling of multi-scale
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Abstract

evolution of social networks, which aims to answer the question of how complex social

systems grow at different scales. Second, Complex pattern formation of information

flow, which is designed to answer the question of how information flows over complex

social networks. Third, the theorem of the dynamic origin of distribution functions,

which is designed to answer questions about how to connect micro-behavior and macro-

phenomena. Our proposed methods have been experimentally verified on large-scale

social network datasets such as WeChat (first time), Tencent Weibo and so on. For

the discovery and modeling of multi-scale evolution of social networks, we find that the

nodes and links of social networks follow the power-law growth over time, and we propose

the NetTide model which accurately captures the evolutionary power law, and improves

the performance of long-term network evolutionary prediction. Furthermore, we find

long-term nonlinear growth and short-term bursty growth of micro-network evolution.

We propose the long and short memory stochastic process, which accurately describes

the dynamic random behavior of individuals and improves the predictive performance

and interpretability of micro-social behaviors. For the complex pattern formation of

information flow in the network, we find the complex structure of information flow in

the real social systems, and then quantify their complex geometric patterns, and propose

a data-driven heterogeneous branching processes to explain the mechanisms of complex

pattern formation of information flow, which greatly improves the accuracy of fitting

complex geometric structures. For the dynamic origins of distribution functions, we

propose to explain that the distribution function is obtained from the randomly arriving

microscopic individuals through a determined dynamic process, which connects the micro-

randomness and the macro-determinism. The theorem greatly improves the accuracy and

interpretability of fitting complex multi-scale distributions.

Through a data-driven dynamical modeling approach, we have well characterized

the new observed phenomena in the complex social systems, and further explained their

dynamic evolutionary mechanisms from the perspective of complex systems, which effec-

tively combine the computability of data science and interpretability of statistical physics.

Our proposed data-driven dynamical modeling approach attempts to lay a theoretical foun-

dation for modeling, understanding, and predicting large-scale complex social systems in

the real world.

Key words: Complex Social Systems; Data-Driven Dynamical Modeling; WeChat; Mul-

tiscale Network Evolution; NetTide Model; Long Short Memory Process;
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Pattern Formation of Information Flow; Heterogeneous Branching Process;

Dynamic Origins of Distributions; Fitting Complex Multiscale Distributions
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第 1章 引言

第 1章 引言

如果只能用一句话概括本文，那就是：本文以大数据驱动的动力学建模方法，

试图解释复杂社交系统的演化机制。

1.1 复杂社交系统

输
入

输
出

微信，微博，Facebook，Twitter，抖音，…

复杂社交系统 (t)

图 1.1 复杂社交系统

什么是复杂社交系统（Complex Social Systems）？复杂社交系统由连接的人组

成。人和人之间相互连接，相互影响，导致其宏观整体特性与微观个体特性之和差

别极大。如图1.2所示，我们把复杂社交系统当做一个黑盒系统，有输入信号，有

输出信号，并满足用户在复杂社交系统中的各种信息需求。通过观测复杂社交系

统的结构，复杂社交系统的输入和输出随时间的变换，我们收集了大量的数据，即

复杂社交系统大数据。简单的输入信号，有可能产生极其复杂且意外的输出信号。

而通过分析描述系统和输入输出的数据，我们试图打开复杂社交系统的面纱，分

析其演化运行的规律和机制。本文的主题，正是尝试回答复杂社交系统的演化运

行机制是什么的问题。

在线社交网络，如微信、微博、脸书，推特，抖音等，第一次提供了支持我们

了解复杂社交系统的详细数据。我们以中国最大的（在线）社交网络，也是支持

1



第 1章 引言

本文研究的社交网络数据之一--微信（WeChat）1O--举例说明：在 2018年第三季度，

微信每月活跃用户达到 10.8亿，是一个覆盖中国几乎所有智能手机用户的社交系

统。通过微信，人们可以通过短信，语音，群聊，视频通话等多种方式进行通信，

构建出了上千亿规模的社交连接。此外，微信已经远远超出一款简单的通讯工具，

它成为许多人的生活方式，记录着人行为的点点滴滴。例如，人们可以在“朋友

圈”（Moments，一个社交信息流媒体功能，允许用户发布图像，文本，视频，音

乐等等，好友所发表信息接收评论和喜欢等反馈）中分享他们美好的生活。此外，

拥有 6亿活跃的移动支付用户，提供中国最大的支付服务之一，涵盖数字钱包，余

额账户，红包，幸运钱，现金转账，金融投资等功能。人们通过微信在餐厅付款，

超市甚至供应商通过扫描QR码而不是使用现金或信用卡。此外，微信提供官方账

号，城市服务，迷你程序，微信索引，新闻源，搜索等功能。通过微信提供的便捷

个性化服务，人们现在可以在交朋友或开展业务时交换微信账号而不是名片。它

是一个适用于中国及世界的连接“一切”的超级应用程序，是一个复杂社交系统。

而每个用户在这个复杂社交系统中的每一个行为，都被记录产生海量的微观用户

行为数据，而且反作用于微信系统使其随时间不断变化。

复杂社交系统，就像许多自然现象一样，时刻都在变化着，是动态的。以微信

社交系统为例，当我们互相发短信，添加新朋友，发布照片，付款，加入群聊，进

行对话，扫描 QR码等等时，所有这些行为都会随着时间的推移动态变化，而每个

用户动态变化的行为并致使整个系统无时无刻不在发生状态改变。例如，微信于

2011年首次发布，只有少数用户，然后发展成为拥有数 10亿用户和数百亿社交链

接的超大型复杂社交网络。注册微信账号后，新用户建立与现有用户的社交链接，

并向尚未注册的朋友推荐微信应用，即社交网络在不断演化。形成社会群体是一

种内在的人性。通过网络，人们可以构建具有特定主题的各种群组。新的小组成

员加入小组并且现有成员退出小组，导致组群在动态演化。社交媒体现在是我们

获取信息的主要平台。信息在社交网络上产生，传播和消费，产生信息级联现象

等等。复杂社交系统，在时间维度展开，产生了大量的动态变化的数据，覆盖不同

尺度，不同场景。

传统统计物理等学科，例如对热力学系统的研究，无法跟踪和记录每一个原

子在系统中的运动信息。类似，传统社会学研究同样没有处理过如此复杂且有海

量数据的复杂社交系统场景。但是，随着在线社交网络的普及，复杂社交系统不

同尺度不同场景的演化数据被详细记录下来了，包括网络演化数据，微观个体用

户行为数据，信息流在网络中传播数据等等。正是这些随时间演化的，动态的社

1O weixin.qq.com
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第 1章 引言

交大数据的产生，使得我们以大数据驱动的方式探究复杂社交系统演化运行规律

和机制成为可能。

1.2 研究意义

许多自然界的法则有着动力学的起源，我们也希望探究动态变化的复杂社交

系统的动力学运行机制。通过真实世界数据的驱动，比如微信社交系统等，第一次

为我们提供了对人类行为，网络演化，组群演化和信息级联现象等等真实世界复

杂社交系统的大规模实证研究，支持我们对复杂社交系统运行规律的探索。通过

真实世界大数据驱动的研究，我们对包括社会科学，经济，统计物理学和计算机科

学等等复杂性研究领域的经典结论再次审视，并进一步探究未解决的问题。确实，

通过大数据驱动的方式，我们在微信等复杂社交系统中观测到的很多全新的现象，

但是他们和经典的复杂性研究中的理论并不一致。举例而言，微信传播即用户增

长过程，是否遵循指数增长并长期呈现 Bass模型所预测的 S-型曲线 [1]？还是用户

匀速到来呈现线性增长 [2]？面对微信如此复杂且庞大的真实社交系统，很多现象

尚不为人知。例如，复杂社交系统中社交连接如何增长呢？而在计算机领域对社

交网络的研究，侧重于数据处理技术和面向性能的推荐，预测等等应用，缺乏通

过物理动力学的视角来理解复杂社交系统的运行机制。所以，数据驱动的动力学

研究，试图通过融合数据科学的可计算性和物理动力学的可解释性，对发现真实

世界复杂社交系统的运行模式，理解其动力学运行机制，提出处理复杂动态数据

的建模方法论等等，都有着重大科学研究意义。

另一方面，许多问题对工业应用同样至关重要。我们可以预测微信中每个用

户的下次在线购买行为吗？我们能否通过组群的动态行为数据发现异常组群，而

该组群有可能正在招募恐怖分子成员，或者传播非法信息？新发布的应用版本在

发布时有多大的潜在受欢迎程度？发布下一版微信或投放广告的正确时机是什么

时候？我们可以预测一篇文章是否会受欢迎吗？微信（或 Facebook，Twitter等）下

个月会有多少新用户（公司估值）？我们可以预测用户什么时候离开社交应用嘛？

我们可以将我们在微信中开发的知识应用到其他社交系统吗？我们可以构建一个

模拟的复杂社交系统，来进行各种在现实世界不能进行的实验嘛？其他应用包括

社交产品的推广传播，流失预测，产品供应，政策制定等等。所有这些问题都以理

解和建模复杂社交系统动态运行规律为核心。

3
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1.3 研究挑战

然而，理解和建模复杂社交系统的演化机制是非常具有挑战性的，其总结为

如下四个方面：

• 复杂社交大数据。1O过去由于缺乏记录人类动态行为，网络演化过程，群体行

为和信息级联传播的详细的数据，我们无法对复杂社交系统进行细致的微观

层面的分析，更无法了解其复杂系统运行的内在机制。而微信，微博等在线

社交网络，为我们提供有关现实世界复杂社交网络不同场景不同尺度的动态

数据记录。但是，机遇与挑战并存，该数据极其复杂，数据量极大。例如，我

们在网络宏观演化工作中，使用了微信从上线及之后两年的网络演化数据，

就含有超 3亿用户，47.5亿条带创建时间戳的社交连接。而腾讯微博信息传

播的一个数据集包括 7 天内超过 1 亿用户的 4.32 亿条信息级联传播，超过

5.6亿条带时间戳和超过 1亿节点的网络数据等等。如何处理如此规模的网

络及动态数据带了极大的挑战。

• 复杂社交系统的结构复杂性。复杂社交系统由亿万个异构个体组成，他们并

不是独立的，而是链接在一起，呈现复杂网络结构。其次，系统输出信号也

多是复杂的网络链接数据，如信息传播数据等等。如何分析和建模复杂社交

系统的结构复杂性极具挑战。

• 复杂社交系统的动态复杂性。复杂社交系统具有动态复杂性，其表现在非线

性，爆发无处不在。复杂社交系统中微观个体动态地相互影响，导致其宏观

整体输出与微观个体输入之和差别极大，输出信号不正比于输入信号，即非

线性性。爆发是指短时间尺度发生的大规模涌现现象，例如比特币价格在短

时间内的爆发增长等等。动态复杂性广泛存在于不同尺度场景下，例如社交

系统宏观人口增长，微观个体行为，网络上信息传播等等，都随时间呈现动

态复杂性。如何分析和建模复杂社交系统的动态复杂性极具挑战。

• 复杂社交系统的多尺度复杂性。复杂社交系统在时间和空间都呈现多尺度复

杂性。复杂社交系统每天都产生海量数据，包括个体行为，局部现象等。这

些数据在微观呈现随机无序状态，但在宏观呈现确定有序状态，如集群行为，

全局现象。如何在结构和时间维度连接微观和宏观，如何从底层微观数据推

测上层宏观规律，如何从多尺度层面理解复杂社交系统极具挑战。
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可解释性

可计算性
计算机科学

物理学

学习

验证

预测

数据驱动

大规模

挖掘

实证 猜想

解释

统计物理 传播

极简模型动力学

复杂网络

图 1.2 研究思路：融合物理学的可解释性和计算机科学的可计算性

1.4 解决思路

为了解决以上挑战，解释复杂社交系统演化机制，我们需要创新地将物理和

计算机科学融合：面对社交大数据，我们需要通过计算机科学提供可计算性，在大

规模数据上，以数据驱动方式，挖掘，学习，和预测；另一方面，我们需要通过物

理融入可解释性，引入动力学建模来刻画复杂系统的内在演化过程，通过统计物

理，复杂网络的理论，处理网络结构复杂性，动态复杂性和多尺度复杂性的社交大

数据。简言之，解释复杂社交系统演化机制需要计算机科学与物理学的交叉融合。

1.5 论文贡献及结构

本文尝试将计算机科学和物理学理论融合，通过数据驱动动力学方法，对复

杂社交系统演化机制进行了解释和建模，并通过微信（首次）和腾讯微博等大规

模社交数据上对所提出的研究方法进行了实证。具体而言，本文研究了复杂社交

系统演化的三个核心子课题：一，社交网络多尺度演化规律发现和建模，其旨在

回答复杂社交系统在不同尺度如何增长的问题；二，信息流在网络中传播的复杂

模式生成，其旨在回答信息流在复杂网络上如何传播的问题；三，宏观分布函数

的微观动力学起源定理，其旨在回答如何连接微观行为和宏观现象的问题。

1O 我们可以访问的所有社交网络数据都是匿名的行为数据，无权限访问内容数据。我们遵循了严格的隐私
政策。
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• 社交网络多尺度演化规律发现和建模。我们从宏观和微观多尺度对复杂社交

系统演化进行了分析，其分别为：

– 宏观社交网络演化规律发现和建模： 我们研究了多个复杂社交系统的
宏观演化过程，包括了中国最大社交网络微信自上线两年内网络演化的

详细过程，覆盖 3亿用户，47.5亿条带创建时间的社交连接。我们发现

多个社交系统用户数的增长不是指数增长，也不是线性增长，而是幂律

增长。进一步，我们首先提出了社交连接的增长也是幂律增长的现象。

我们给出了产生复杂社交系统节点和连接幂律增长的机制，并通过动力

学方程网潮模型和对应的微观随机过程建模。我们的动力学方程，能产

生广泛的复杂动力学增长现象，并准确地拟合和预测了真实社交系统的

增长规律。（第二章）

– 微观社交网络演化及个体社交行为规律发现和建模：我们研究了驱动
复杂社交系统宏观演化的微观个体社交行为，发现微观个体加好友行为

呈现极大的随机性和异构性。我们发现微观个体社交行为在长期遵循非

线性幂律随机增长，在短期呈现爆发随机增长。我们提出了三个机制，

即平均效应，多尺度效应和相关效应，来控制不同尺度下的个体随机行

为模式，并给出一个长短记忆随机过程建模。通过模型分析大规模加好

友行为，我们进一步发现了微观用户加好友的规律和典型行为类型，并

用于用户画像聚类和异常检测等应用。（第三章）

• 信息流在网络中传播的复杂模式生成。 我们研究了信息流在网络中传播产

生有规律的复杂几何模式的过程。尽管越来越多的研究旨在了解信息流的传

播机制，但对于这些传播模式的几何形状以及它们在传播过程中是如何形成

的却知之甚少。通过探索了大规模在线社交媒体数据集中提取的 4.32亿个信

息流模式，我们在一个三维度量空间中发现了信息流传播结构的复杂几何模

式。相比之下，对信息流传播结构的现有理解仅限于扇形展开或狭窄的树状

的几何形状。我们发现了控制信息流复杂几何模式生成的三个关键因素：异

质性，集体性，和记忆性。之后，我们提出了一个包含这些因素的随机过程

模型，证明它可以成功复现真实信息流传播模式中发现的复杂几何模式。我

们的发现为信息流的微观机制提供了理论基础，其可能的应用包括对信息的

预测，控制和政策决策等等。（第四章）

• 分布函数的动力学起源定理。我们总结了许多科学研究都遵循如下模式：从

一个系统的截面状态数据来推断其动力学生成/演化机制。但是，正式且系

统地学习它们之间关系的研究却少之又少。我们将复杂的截面状态数据视为
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通过确定的动态系统生成，该系统以均匀的随机信号作为输入。我们构造了

（截面状态）概率分布函数与其动力学生成系统之间的一个等价关系，然后

开发了一个框架来从截面状态数据，或数据分布函数，来推断其动力学生成

过程。通过这样的框架，我们能够从各种分布中发现新的动力学生成机制，

而且可以从各种动力学生成机制中发现新的概率分布函数。我们通过合成数

据和真实数据验证了我们的框架。实验结果表明，我们的框架能够准确地发

现和拟合各种数据分布函数的动力学生成过程。我们的研究有助于发现现实

世界中复杂截面数据的未知动力学生成机制（第五章）。进一步，我们给出

一个统计模型，来拟合和解释真实世界中的复杂分布函数，而最常用的统计

模型面对现实复杂数据表现出了系统误差。我们展示了刻画动力学机制的优

势--通过刻画相对简单的动力学产生过程，来简化对复杂生成现象之间刻画

的模型复杂度。（第六章）

最后在第七章，我们给出论文总结和对未来工作的展望。我们指出将数据科

学（数据挖掘，机器学习）的可计算性和物理动力学（统计物理，网络科学）的可

解释性相结合的研究范式，来分析复杂社交系统大数据，并进一步探究其演化规

律。我们提出的数据驱动的动力学建模研究方法，试图为建模，理解，预测真实大

规模复杂社交系统奠定一定的理论基础。
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第 2章 宏观社交网络演化规律发现和建模

真实在线社交网络，例如微信（WeChat）1O和脸书（Facebook）2O，其用户数随

时间如何动态地增长？他们早期是否呈现出指数增长模式，如著名的 Bass模型所

描述的那样？此外，社交网络的社交链接（边）如何增长？很少有模型给出社交网

络边的增长规律。第一次，我们验证了中国最大的在线社交网络 –微信，和其他多

个真实的社交网络的演化过程。我们发现了社交节点和社交链接数随时间都呈现

幂律增长（Power-law Growth）的规律。社交节点的增长规律完全打破了经典教科

书所表述的 Simoid曲线（即 S-型增长曲线）规律；社交链接的幂律增长规律第一

次被发现提出。我们给出幂律增长的动力学机制，并提出了网潮（NetTide）模型，

包含刻画节点和边增长的两个动力学方程。我们的模型很好地刻画了真实社交网

络的动力学增长过程。我们地网潮节点模型有着简洁地参数，并且包含过去很多

经典的增长模型为其特例。社交链接的动力学方程是第一次被提出，它不但很准确

地刻画了真实社交网络边的增长过程，而且刻画了网络逐渐变稠密（Densification）

的现象。进一步，我们给出两个微观随机过程，其一通过生存分析模型刻画了节

点和边的随机增长过程，其二通过微观随机交互产生网络。我们提出的微观随机

过程产生了逼真的网络增长动力学曲线。我们将网潮模型用于对微信未来的增长

预测，其准确预测了两年后（730天）的用户数，误差仅为三个百分点。

2.1 引言

社交系统的增长现象，包括社交网络的增长 [3,4],社交群组的增长 [5]，和信息传

播覆盖人数的增长 [6–8] 等等,是社交系统演化机制研究的核心问题之一。但是，由

于缺乏记录真实社交系统演化的详细数据，我们尚不清楚社交系统的增长规律及

可能的机制。所以，我们很难回答如下涉及社交系统长期演化的问题，例如：推特

（Twitter）下个月有多少会员？微信（或 Facebook或 Google+）明年会有多少社交

链接呢？社交网络（或信仰，宗教或流行病）用户的数量至关重要（社会产品的增

长，供应，社会政策变化等等），对该问题也进行了广泛的研究（参见相关工作小

节）。形成鲜明对比的是，虽然社交链接数量也很重要（例如，FaceBook中连接良

好的节点不太倾向于流失; 大脑中连接良好的神经元可能表明对阿尔茨海默病的

抵抗力等），但是对社交链接数量增长的研究却少之又少。

1O www.wechat.com/en/
2O www.facebook.com
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图 2.1 我们发现（a）微信WeChat和（b）arXiv的节点初期（如图方块标记）随时间都
遵循幂律增长。我们提出的网潮-节点模型 NetTide-Node（实心红线）很好地拟合了真实
数据，但是 SI或 Bass模型（灰色虚线）的 Sigmoid曲线远远偏离实际。此外，社交链接
数随着时间也遵循幂律增长（圆圈和我们的网潮-链接模型 NetTide-Link如纯蓝色实线所
示）。请注意，刻画链接增长的基准动力学方模型程是不存在的（SI或 Bass被划掉）。图
a-b均为双对数坐标。

来自跨学科的研究人员在近二十年研究了网络增长的现象 [2,9–13]，他们在理解

无标度（scale-free）网络的生成，网络链接的稠密化现象，网络直径收缩现象等方

面取得了重大进展。网络增长模型包括著名的 Barabási-Albert 模型和它的各种变

种 [2,14,15]。但是所有上述模型都假设网络节点是均匀线性到来的。著名的 Bass 模

型 [1]和传染病模型 Susceptible-Infected (SI) [16]，可以产生 S-型 Sigmoid曲线，其有

着初期指数增长模式。此外，所有上述模型都没有研究社交链接，也就是网络边

的增长规律。简言之，本文的重点是回答关于复杂社交系统宏观动态增长的如下

三个问题：

• 复杂社交系统节点数量 n(t)随时间如何增长？
• 复杂社交系统链接的数量 e(t)随时间如何增长？
• 我们可以产生 n(t)和 e(t)的逼真的（随机）增长过程么?

读者可能会认为，至少第一个问题已经有了答案：Sigmoid 增长（这是 SI 和

Bass模型的解决方案）。然而，现实与理论相违背，如图 2.1 a-b所示，真实社交网

络节点和边都表现出幂律增长（Power-law Growth）。具体而言，我们研究了四个真

实社交网络的演化过程，包括微信，arXiv [17]，Enron [18]和微博 [19]，分别代表在线

社交网络，科学合作社交网络，企业社交网络和信息级联网络。以微信为例，我们

研究了其从零到三亿（300 million）节点和四十七点五亿（4.75 billion）条链接的

详细演化过程。我们发现虽然四个社交网络的增长曲线具有不同的形状，但它们

都遵循幂律增长模式。更具体来说，我们发现微信的动态增长遵循幂律增长，节点
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数随时间增长的幂律指数为 2.15，边数随时间增长的幂律指数为 3.01（参阅图 2.1

a），arXiv的动态增长在达到饱和前同样遵循幂律增长（参阅图 2.1 b）。上述观测

到的现象，超出了我们对社会网络节点数或是创新传播（Diffusion of Innovations）

数的指数增长或均匀增长的预期。

由于被广泛采用的 Sigmoid 模型和现实人口增长模型相矛盾，我们需要一个

更加真实好用的动力学增长模型。我们希望一个好的模型应满足如下特征：

• 简约性：模型应该只具有最少的必要参数，并且可以产生幂律增长。

• 通用性： 模型应该是通用的，最好可以包含传统增长模型，如 Bass，SI 和

Log-Logistic等增长作为特殊情况。

• 链接增长：模型应该能够刻画社交链接的动态增长规律。

• 符合直觉：模型应该易于解释。

• 微观生成器：宏观人口动态模型应该有着微观层面的随机过程，从微观层面

的模拟可以产生逼真的宏观动态增长模式。

我们提出了全新的网络动力学模型，名为网潮模型（NetTide），用于刻画宏观

网络动力学增长过程。网潮 NetTide模型由两个组件组成，分别是节点动力学方

程 NetTide-Node 和链接的动力学方程 NetTide-Link。正如我们稍后展示的那样，

我们的 NetTide模型实现了上述特征，并且很好的刻画了多个全然不同的真正社

交网络增长演化规律。

我们的模型可对动态增长过程进行预测，聚类和异常值检测 [20] 等等。例如，

我们发现网潮 NetTide模型能够预测微信未来两年（730天）的增长情况，在大约

三个百分点的误差范围内。这是令人印象深刻的结果，因为社会系统是复杂和非

线性的，对于长期预测极其困难。作为参考，大多数预测工作通常对未来一步进

行预测 [21,22]，而不是试图解释并预测复杂系统的长期动态增长规律。

网潮模型的直观理解启发我们构造了两个随机过程生成器，即 NetTide-

Survival 模型和 NetTide-Process 模型，它们都能产生逼真的节点和链接的随机

动态增长过程。NetTide-Survival通过对节点和链接的危险速率（Hazard Rate）建

模来连接宏观网潮 NetTide模型和生存分析框架。进一步，NetTide-Process将网

潮模型的宏观确定性规律解释为源自网络内微观个体的随机交互。通过广泛的数

值模拟，两个随机过程生成器都可以产生真实的动力学增长曲线。总之，我们工

作的贡献可以归纳为：

• 全新的动力学模型: 网潮 NetTide模型，它是简约的，包含许多增长模型为

其特例，提供了第一个网络链接增长的动力学方程，而且直观容易解释。

• 准确性: 网潮模型可以准确地拟合多个不同的真实社交网络的动态增长过
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程。

• 实用性: 网潮模型提供了出色的长期预测性能，可以预测微信未来两年后的

用户数量，并且保持错误率在三个百分点内。

• 随机过程生成器: 网潮模型对应两个随机过程生成器，即 NetTide-Survival

和 NetTide-Process，它们可以生成逼真的社交网络的随机动力学增长曲线。

本章的大纲如下：我们在本章第 2.2节给出了相关工作调查，本章第 2.3节介

绍模型方法，本章第 2.4节介绍实验结果，最后在本章第 2.5节总结讨论。此外，本

章所涉及部分数据是公开的，参见 [17,18]，我们的代码是开源的，参见 https://github.

com/calvin-zcx/NetTide。

2.2 相关工作

我们所研究的问题与网络演化，增长模型和人类行为动力学等课题密切相关，

所以我们主要回顾了这三个领域的相关工作。

2.2.1 网络演化模型

研究网络演化规律的先驱性工作表明，真实网络的动力学增长过程在塑造其

结构方面起着至关重要的作用，例如网络的幂律度分布 [2],逐渐缩短的网络直径 [9],

网络边的逐渐稠密 [9] 等等。然而，所有这些网络演化模型都假设节点在演化过程

中是匀速到来的，例如 Barabási-Albert model (BA)模型 [2] 和其各种变体 [15]。其他

一些工作将真实网络节点的动态增长过程当做研究其他性质的输入，所以并没有

刻意研究节点的动力学增长模式 [9,11,23–26]。

另一方面，现有文献很大程度上忽略了社交链接（或称作网络的边）的动态

增长。一些工作表明内部链接的双重优先连接，亦或者是随机连接，都可能使网

络更加同质，但是其中每条链接的增长率也被认为是匀速的 [14,27,28]。最近，信息传

播扩散对链接创建的影响在 [29,30]中进行了研究，此外，[31]提出了多变量Hawkes过

程模型（Coevolve）来捕捉链接和信息扩散的微观随机演化过程。但是，它有两个

严重的问题：其时间计算复杂度为 O(N2)，其中 N 表示 [31] 中提到的事件数量;此

外，基于 Hawkes随机过程的模型并不能产生我们观察到的幂律增长（指数 2.11，

3.01，如图2.1所示），而主要产生线性或指数增长（请参阅相关工作增长模型中有

关Hawkes过程的讨论）。社会网络增长的时间和空间相关性在 [32,33]中进行了研究。
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表
2.1
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络
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✓

✓
✓

✓
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exponent）

✓
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点
动
力
学
方
程
（

D
ifferentialequation

forn(t)）
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✓
✓

✓
✓

✓

节
点
显
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n(t)）
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✓

✓
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学
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✓
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生
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（
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✓
✓

✓
✓
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2.2.2 增长模型

增长模型 [34]在很多领域都有所讨论。关于增长现象的最经典的模型是流行病

学中的传染病模型 Susceptible -Infected（SI）模型 [16] 和关于创新扩散的 Bass 模

型 [1]。它们都产生 S 形曲线，即 Sigmoid 曲线，其在早期呈指数生长，用于刻画

“感染”节点的动态增长过程。它们对微观感染过程以平均场形式给出了直观的描

述。由恒定感染率引起的指数增长违背了人类行为的遗忘天性 [35,36]，和社交网络中

普遍存在的衰退模式 [37]。像 PhoenixR [38] 这样的模型试图通过 Susceptible Infected

Recovered（SIR）模型框架 [16]引入动力学衰退机制。SIR模型的进一步变种在 [5,39]

等工作中被采用。然而，基于 SIR的恒定恢复率不能使指数增长减缓到幂律增长。

总而言之，所有上述模型都无法产生所观测到的真实社交网络的幂律增长模式。

最近，一种刻画自激励（Self-excited）机制的点过程（Point Process）模型，即

Hawkes过程（HP）[40]，被用来刻画爆发式增长和扩散现象。我们可以将 HP视为

内生分支过程（Branching Process，BP）与外生移民过程（Immigration Process）[41]

的结合，如 Crane-Sornette（CS）模型 [42]，SpikeM [43]等等工作。上述 HP模型及其

变体可以产生三种典型的增长模式：1）超临界状态下的指数增长，如 SpikeM等

模型；2）临近状态下的幂指数 < 1的幂律速率增长和幂指数 < 2幂律累积量增长

模式；3）和在亚临界状态下迅速消亡的增长模式。因此，所有上述模型都无法产

生具有任意幂指数的幂律增长。具体来讲，我们在微信社交网络中观察到的幂指

数为 2.15。此外，上述模型都没有描述网络边的动态增长模式。

2.2.3 人类行为动力学

人类行为的动力学过程通常呈现爆发式行为和长尾（Fat-tailed）时间间隔时间

（Inter-Event Time, IET）分布 [35]。幂律（Power-law）IET分布被发现普遍存在，并

通过基于优先级的排队论 [44]和调制泊松过程 [45]等行为建模解释。最近，IET的多

尺度复杂分布被广泛发现 [4,46] ，包括在长时间尺度的二项分布 [47]，在短时间尺度

的密集行为 [46]等。总而言之，人类行为的遗忘或衰退现象普遍存在，是构建人类

行为动力学过程的基石之一。

我们在表 2.1中总结了上述所有模型的相对优缺点。只有我们的网潮 NetTide

模型具备所有优势。

13
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2.3 网潮模型

2.3.1 初步分析

传统模型如 SI模型和 Bass模型，都无法产生如图2.1所示的幂律增模式。其

中，SI模型功能强大，直观，且被许多领域广泛运用。基于 SI模型框架有许多的

变种模型。例如 Bass模型，就是增加了一个非零噪音项。但是，他们都无法定量

地产生如真实数据图2.1a和2.1 b所示的增长模式。它们只能随着时间的推移产生

Sigmoid的增长，这导致指数早期增长，而不是幂律增长。

一些合理的尝试。我们或许应该改变固定的传染性因子 β。比如，随着时间推

移该传染因子可以衰减（可能是因为新奇感消失了）。一种被广泛采用的兴趣减弱

方式是指数衰减，即 β = β0 ∗ exp(−ξt)。其中 ξ 是放射性衰变的半衰期：

• 尝试一，放射性衰减，如下式：

dn(t)
dt
= β0 exp(−ξt)n(t) (N − n(t))。 (2-1)

但是以上组合还是没法产生如图2.1所示的幂律增长模式。

增长率应同时取决于 n(t) 个受感染者以及 N − n(t) 个易受感染者影响，但可
能不是线性的关系。也许并非所有易受影响的人都可以被感染（例如，其中一些

人有免疫抗体等等）和/或并非所有受感染的实际上都是活跃的（例如，其中一些

呆在家里）。通过刻画上述不完全参与的情况，等式变为：

• 尝试二，部分参与。我们尝试了 n(t)ζ 和 (N − n(t))ψ。其中 ζ < 1，ψ < 1，用

来建模不完全参与的情形，如下式：

dn(t)
dt
= βn(t)ζ (N − n(t))ψ 。 (2-2)

这个模型被广泛的用来刻画两种物质的化学反应，但是 n(t)ζ 和 (N − n(t))ψ 个参与
者在社交情形中难通过微观过程解释非整数情形。之后我们会发现，不用通过引

入额外的参数，我们的模型就可以产生幂律增长，如果只额外引入一个参数，我

们就可以产生一系列复杂的动力学增长过程。

2.3.2 网潮-节点模型

事实证明即使全部用户参与，如果通过刻画传染率 β的衰退，我们也可以产生

现实中的幂律动态增长。一个好的模型应该是直观容易解释的 -为什么人类的兴趣

会衰减？衰减，尤其是幂律衰减（Power-law Decay），或称作按比例放缩（Scaling），

14
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表 2.2 符号和定义

符号 定义

N 总人口数，Number of the total population
n(t) 至 t 时刻累计用户数，Cumulative number of users by time t

dn(t)/dt t 时刻新增用户数，Number of new users at time t

e(t) 至 t 时刻累计社交链接数，Cumulative number of links by time t

de(t)/dt t 时刻新增社交链接数，Number of new links at time t

β 最大节点增长速率，Maximum growth rate of nodes
θ 时序衰减指数，Temporal fizzling exponent
β′ 最大建边速率，Maximum linking rate
γ 网络幂律稀疏指数，The scaling sparsity exponent
α 网络线性稀疏系数，The linear sparsity coefficient

在社交交互（电子邮件回复时间等，正如我们在相关工作小节中提到的那样），和

随机游走理论中（零交叉时间遵循指数为-1.5的幂律）都被广泛发现。幂律衰减是

合理和直观的模型来刻画人类行为的决策过程，和社交系统的群体衰减效应。

正是衰减效应导致了幂律增长，正如实际数据图2.1所示。此外，衰减效应也

可以产生其他更普遍的增长，如图2.2所示。接下来，我们给出网潮-节点模型的详

细描述和证明，来刻画节点的幂律增长动力学机制和过程。之后下一个小节，我

们将致力于研究社交链接的动力学增长过程，并给出网潮-链接模型。我们将所使

用的符号总结在表2.2中。

我们的网潮-节点模型，通过如下动力学方程描述：

dn(t)
dt
=
β

tθ
n(t)(N − n(t))。 (2-3)

一个社交网络，如果其现有用户 n(t) 越多，其在早期阶段越倾向于吸引更多
的用户。但是，由于所有加入社交网络的潜在用户是有限的，其增长将受到不断减

少的潜在用户 (N − n(t))的限制，特别是在趋近于人口饱和的阶段。这是一种普遍
存在的自然现象，并且已经在许多学科中被观察到，从化学中的质量作用定律到

模拟化学反应的速率，到在流行病中易感染者和感染者之间疾病的传播等等。创

新的项 β

tθ
(t > 0)是自社交网络启动以来逐渐衰减的感染率，即人们逐渐开始厌倦

感染他们的朋友加入社交网络。正是这个衰减的缩放指数 θ，产生了各种动态增长

过程，包括幂律动力学增长作为特例（当方程2-3中 θ = 1的时候）。我们把 θ 称作

时间维度的衰减指数（temporal fizzling exponent）。

接下来，我们将给出动力学公式网潮-节点可以产生幂律增长的证明，及给出

15



第 2章 宏观社交网络演化规律发现和建模

0 50 100 150

Time

0

2000

4000

6000

8000

10000
n(

t)

3 = 0
3 = 1
3 = 1.5

(a)累积增长，线性-线性坐标

0 50 100 150

Time

0

200

400

600

800

dn
(t

)/
dt

(b)增长速率，线性-线性坐标

0 50 100 150

Time

100

102

104

n(
t)

(c)累积增长，对数-线性坐标

0 50 100 150

Time

100

102
dn

(t
)/

dt

(d)增长速率，对数-线性坐标

100 101 102

Time

100

102

104

n(
t)

(e)累积增长，对数-对数坐标

100 101 102

Time

100

101

102

103

dn
(t

)/
dt

(f)增长速率，对数-对数坐标

图 2.2 网潮-节点模型产生广泛的增长动力学曲线。三种典型的有着不同参数的累计增长
曲线，在三种不同的坐标系统 a，c 和 e 下，其对应的增长速率曲线展示在 b, d 和 f 中：
Sigmoid增长有着指数初期增长 (θ = 0, N = 104, β = 3 × 10−5)， Log-Logistic增长有着幂
律初期增长 (θ = 1, N = 104, β = 3 × 10−4)，和 Stretched-Logistic增长有着拉伸的指数初期
增长 (θ = 1.5, N = 104, β = 4.5 × 10−4)，分别用蓝色虚线，红色实线，还有黄色点线呈现。

动力学幂律增长的机制，并且进一步证明他将 Sigmoid增长，即 SI模型，Bass模
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型等当做特例，它还能产生更多全新的动力学增长过程！

引理 2.1： 当 θ = 1时,网潮-节点模型 NetTide-Node将产生 Log-Logistic 动力学
增长, 如公式 (2-5)所示；当 n(t) ≪ N 时，产生近似的幂律 Power-Law 动力学增
长，如公式 (2-8)所示，其幂律指数是 βN .

证明 当 θ = 1时,网潮节点模型 NetTide-Node是

dn(t)
dt
=
β

t
n(t)(N − n(t))。 (2-4)

由于这是个可分离的微分方程，我们可以将 n(t)项和时间项 t 分离然后分别积分，

得到如下所示的增长曲线：

n(t) = N
λ0 exp{

∫ t

t0

βN

µ
dµ}

1 + λ0 exp{
∫ t

t0

βN

µ
dµ}

= N
λ0( t

t0
)βN

1 + λ0( t
t0
)βN (2-5)

且

λ0 =
n0

N − n0
， (2-6)

其中 n0是系统在初始时刻 t0时的总节点数。

如果 n(t) ≪ N，即在系统增长初期，我们可以得到产生幂律增长的动力学机

制：

dn(t)
dt

≈ βN
t

n(t)。 (2-7)

且该幂律增长指数是 βN，如下式所示：

n(t) = n0(
t
t0
)βN (2-8)

□

我们通过图2.2中的红色曲线来进一步说明什么是Log-Logistic动力学增长。我

们发现一个被拉伸的 S型累计增长曲线，如图2.2a所示，而 S型 Sigmoid曲线如蓝

色虚线所示。幂律增长曲线（红色曲线）在对数-线性坐标下呈现次线性增长，如

图2.2c所示，并在对数-对数坐标系下呈现线性直线的增长，如图 Fig. 2.2e所示，表
17
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明了在拐点前后的幂律的动力学速率增长和衰退模式，而 Sigmoid 的动力学增长

和衰退呈现更快的指数模式，如图2.2 b,d,f所示。

引理 2.2： 当 θ , 1 时, 网潮-节点模型 NetTide-Node 按照如公式 2-9所示的动力

学增长模式。当 n(t) ≪ N 时，节点在系统初期的增长遵循如公式2-10所描述的动

力学增长模式。

我们将新发现的动力学增长公式2-9称作 Stretched-Logistic growth，即拉伸的逻辑
增长，并且在系统初期的动力学增长公式2-10称作 Stretched-Exponential growth，
即拉伸指数增长。

证明 当 θ , 1，公式 (2-9)和其初期增长的公式 (2-10)的推导过程都类似引理2.1的

证明。我们得到：

n(t) = N
λ0 exp{

∫ t

t0

βN

µθ dµ}

1 + λ0 exp{
∫ t

t0

βN

µθ dµ}

= N
λ0 exp { βN1−θ (t1−θ − t1−θ

0 )}
1 + λ0 exp { βN1−θ (t1−θ − t1−θ

0 )}
，

(2-9)

其中 λ0在引理2.1中定义过了。特别的，当 n(t) ≪ N，其初期增长曲线遵从：

n(t) = n0 exp {
∫ t

t0

βN
µθ

dµ}

= n0 exp { βN
1 − θ (t

1−θ − t1−θ
0 )}。

(2-10)

现在，我们说明它为什么称作拉伸的逻辑增长，即 Stretched-Logistic growth。现

在值得我们回忆一下的是，如果随机变量 (random variable，r.v.）遵循对数逻辑分

布 Log-Logistic distribution，那么它的对数变化后的值遵循逻辑 logistic分布。类似

的遵循 Log-Logistic 分布的命名规则，我们将说明如果一个随机变量 T 遵循如下

Stretched-Logistic分布

PT {T ≤ t} = 1
ZT

λ exp { βN1−θ (t1−θ − t1−θ
0 )}

1 + λ exp { βN1−θ (t1−θ − t1−θ
0 )}

， (2-11)

其中 ZT 是归一化因子，λ 是一个常数，那么通过积分衰减因子 X =
∫ T

t0
t−θdt =

18
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T 1−θ

1−θ − t1−θ
0
1−θ 遵循 Logistic分布。当 θ < 1，对于任意 x ≥ t1−θ

0
θ−1，

PX{X ≤ x} = PT {
∫ T

t0

t−θdt ≤ x}

= PT {
T1−θ

1 − θ −
T1−θ

0

1 − θ ≤ x}

= PT {T ≤ [(x +
t1−θ
0

1 − θ )(1 − θ)] 1
1−θ }

=
1

ZT

λ exp{βN x}
1 + λ exp{βN x} ，

(2-12)

上式说明 X 遵循 Logistic分布。当 θ > 1时，对于任意 x < t1−θ
0
θ−1，相似的过程可以

证明 X 遵循 Logistic分布。 □

引理 2.3： 当 θ = 0 时，网潮-节点模型 NetTide-Node 遵循 Sigmoid (或 Logistic)
动力学增长模式，例如 SI模型，其时引理 2.2的特殊情况。当 n(t) ≪ N 时，逻辑

增长曲线初期产生近似指数增长，Exponential growth，如下式所示：

n(t) = n0 exp {βN(t − t0)}。 (2-13)

证明 将公式 (2-9)和 (2-10)中的 θ 替换为 0，即可以得到。此处说明，Sigmoid函

数一般用来描述 Logitic的一种标准形式。此处我们将 Sigmoid和 Logistic混用来

刻画有着指数初期增长的 S型增长曲线。 □

网潮-节点模型 NetTide-Node的进一步说明：
• 时间维度的衰减。此处我们并没有刻画每个人的衰减效应 β

(t−ti )θ，其中 ti是用

户 i 加入系统的时间，而是我们刻画了系统宏观的衰减效应 β

tθ
，其中 t 是系

统从初始时候到现在的时刻。因为像通过积分微观用户衰减效应的模型，例

如 Hawkes模型 dn(t)
dt
= n(t0)+

∑
ti ≤t µi

1
(t−ti )θ 只能产生指数增长，或是幂律指数

小于 2的临界态幂律增长，如相关工作章节所述。该模型并不能产生如我们

观测到的增长模式，即幂律指数大于 2的幂律增长。相反，我们的网潮-节点

模型很好的刻画了真实数据的动力学增长过程（实验章节进一步说明），而

且它能产生很多动力学增长模式，包括有着任意幂律指数的幂律增长，拉伸

指数增长，指数增长，还有包含上述增长的更长期的增长，正如如图2.2所展

示的。
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2.3.3 网潮-链接模型

社交网络的增长并不是仅限于节点的增长。之前的研究工作，都没有一个动

力学方程来描述链接的动态增长过程。在这里，我们将介绍网潮-链接模型，来建

模网络链接的动力学增长过程。我们假设存在一个潜在的组织结构作为社会网络

形成和增长的潜在上下文结构。例如，共同作者社交网络的形成和发展受到导师 -

学生和研究者 -合作者结构等组织结构的制约。因此，在对网络增长进行建模时，

我们需要考虑底层组织结构的特征。我们将基础组织结构定义为图形 G0，链接过

程描述如下：对于每个现有节点 i，i尝试链接到 G0中已存在的邻居 j。如果已经

存在链接，则没有任何反应。如果尚未建立从 i到 j 的链接，则 i会尝试以感染率

β′与 j 连边，且其感染率以 1
tθ
随时间衰减。此外，新节点的到来将带来恒定数量

的外部链接。网潮-链接模型 NetTide-Link刻画了上述的链接过程如下：

de(t)
dt
=
β′

tθ
n(t)(α(n(t) − 1)γ − e(t)

n(t)) + 2
dn(t)

dt
。 (2-14)

网潮-链接模型的进一步说明：
• 外部链接： 2 dn(t)

dt
刻画了新到达节点带来两个新链接的过程。因为我们将社

交网络的边视为双向链接，并假设我们将每个新到达节点的第一条边视为外

部链接。我们也可以进一步复杂化建模外部边的形成，比如我们可以将一个

新到节点的头 m条社交链接当做新形成的外部链接。但是无论如何，外部链

接和下述内部链接比起来，对边的动力学增长过程的贡献都是相对较小的。

• 内部链接：内部链接是由已经存在的节点之间建立社交关系而形成的，并产

生网络中边的稠密化现象。对于每个已经存在的节点，他/她尝试连接潜在组

织结构 G0 中尚未链接的现有邻居。由于组织结构的限制，他/她只能访问到

局部平均而言 α(n(t) − 1)γ个现有节点，即平均而言潜在可访问的现有邻居数
量。而 e(t)

n(t) 项是刻画了要排除的已连接的平均邻居数。同节点方程类似，
β′

tθ

项刻画了人链接行为随时间衰退的现象。

• 稠密化：通过实验部分的实证分析，链接方程通过幂律稀疏指数 γ来建模边

幂律稠密的规律。链接和节点之间的幂律稠密指数是 1+ γ。例如，如果我们

通过 Kronecker图模型 [48]对 G0建模，我们得到 γ = log E/log N。

2.3.4 微观随机过程生成模型

在这里，我们构建了两个微观随机过程生成模型，分别是网潮-生存模型 Net-

Tide-Survival和网潮-过程模型 NetTide-Process，希望从微观随机模拟角度产生各
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种观测到的宏观动力学增长模式。我们将说明他们确实可以生成逼真的社交网络

随机动态增长曲线。

网潮-生存模型 NetTide-Survival。我们首先通过生存分析（Survival Analysis）

框架中的危险率（Hazard Rate）来刻画节点和边的随机动态增长过程。

• 节点增长的危险率。一个在 t 时刻还不是网络节点的用户，他在此时此刻想

要加入网络（例如注册微信）的瞬时概率密度定义为：

λn(t) =
β

tθ
n(t)。 (2-15)

我们定义 F(t)为 t时刻所有潜在用户中现在是注册用户的比例，而 f (t)表示
F(t)的导数。然后，λn(t) = f (t)

1−F(t) =
β

tθ
n(t)。请注意 F(t) = n(t)

N
和 f (t) = dn(t)

N×dt。

我们通过以下公式连接了网潮-节点模型 (2-3)和危险率公式 (2-15)：

dn(t)
dt
= f (t) × N

= λn(t) × (1 − F(t)) × N

=
β

tθ
n(t)(N − n(t))。

(2-16)

确实，生存分析框架中的危险率函数和（Log / Fizzle-）Logistic框架通过等

式 (2-16)连接，且基于潜在人口 N 是常数的假设。

• 链接增长的危险率：建立外部链路的瞬时速率是新节点瞬时速率的两倍。对

于内部链接而言，在 t 时刻还没有构建链接的潜在候选边在此时刻构建的瞬

时速率是：

λe(t) =
β′

tθ
。 (2-17)

按照类似的分析过程，定义 Fe(t)是在 t时刻构建的内部链接的比例，fe(t)是
Fe(t)的导数。因此：

λe(t) =
fe(t)

1 − Fe(t)

=
de(t)

(αn(t)(n(t) − 1)γ − e(t))dt

=
β′

tθ
,

(2-18)

其中 αn(t)(n(t) − 1)γ − e(t)是 t时刻所有可能构建的链接数量减去已经构建的
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链接。因此，我们通过公式 (2-18)连接了网潮-链接模型 NetTide-Link (2-14)

和生存分析中的危险率公式 (2-17)。

在此，我们给出完整的的网潮-生存模型 NetTide-Survival。给定输入参数

(β, θ, N, β′, α, γ)，NetTide-Survival 模型通过刻画危险率方程产生了随机增长动力

学过程 n(t)和 e(t)：
• 节点增长：在时刻 t 时，对于 N − n(t)个潜在的生存节点中的每一个点，在
时间间隔 (t, t + h)（h → 0）以 λn(t)h + o(h)概率选点，如果成功选中，我们
将 n(t)增加 1，将 e(t)增加 2。

• 链接增长：对于 t 时刻所有 αn(t)(n(t) − 1)γ − e(t)个潜在的边,每一条边在时

间间隔 (t, t + h)（h → 0）以 λe(t)h + o(h)概率选边，如果选边成功，我们将
将 e(t)增加 2。

网潮-生存模型 NetTide-Survival的进一步扩展。我们可以扩展现有模型来刻

画更复杂的现象。例如，节点的危险函数可以包含泊松项 λ0，成为 λn(t) = λ0+
β

tθ
n(t)

，来刻画用户加入网络，比如注册微信，的内在的线性随机速率。此外，我们可以

引入时间滞后项来刻画初期的密集加入过程，例如：λn(t) = β

(t+∆)θ n(t) = β/∆θ
(1+t/∆)θ n(t)。

通过引入具有特定参数的正弦函数，我们可以将周期性结合到网潮-生存模型中。

为简洁起见，我们并没有进一步详细介绍这些扩展。

网潮-过程模型 NetTide-Process 。 我们进一步从网络中的微观随机交互的角

度来解释节点和链接的动态增长过程。在平均场假设下，每个人有相当的易感邻

居，我们可以将总体危险率分解为微观成对的感染率：

dn(t)
dt
= λn(t) × (N − n(t))

=
λn(t)
⟨k⟩ ⟨k⟩N(1 − F(t))

=
βN
⟨k⟩tθ n(t)⟨k⟩(1 − F(t))，

(2-19)

其中 ⟨k⟩(1 − F(t))是已经被感染的用户其周围可被感染的平均邻居数量，其中 ⟨k⟩
是平均度数。因此，对于每个感染用户而言，他/她尝试在时间间隔 (t, t+h)（h → 0）

内以 pn(t) =
∫ t+h

t

βN

⟨k ⟩tθ dt = βN

⟨k ⟩tθ ∗ h + o(h) 概率将其每个邻居感染。对于链接的过
程，在均匀混合的假设下，即 γ = 1并且 α是随机图的线性稀疏下，我们将总体危
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险率分解为微观成对的感染率：

de(t)
dt
= λe(t) × (αn(t)(n(t) − 1) − e(t))

=
β′

tθ
n(t)(α(n(t) − 1) − e(t)

n(t))。
(2-20)

因此，对于每个感染用户而言，他/她尝试和其已经被感染的但是还没有建边的邻

居在时间间隔 (t, t + h)（h → 0）内以 pe(t) =
∫ t+h

t

β′

tθ
dt = β′

tθ
∗ h + o(h)概率建边。

虽然在随机图中分析了宏观层面危险率与基于网络的微交互之间的关系，但

是模型 -过程可以应用于任意网络中。首先，我们需要基础组织结构G0，节点 β的最

大增长率，时间维度的衰减指数 θ和最大链接率 β′。考虑G1(t) = (Node(t), Edge(t))
是 G0 上的不断发展的网络。Node(t)和 Edge(t)是 t 时刻 G1 系统中现有的节点集

合和链接集合。我们可以通过随机初始化 Node(t0)，或者只是将初始状态作为输
入来描述系统的初始阶段。对于 Edge(t0)的情况也是如此。因此，网潮-过程模型

NetTide-Process可以表述如下：

• 节点增长：在 t 时刻，对于在 Node(t)中已经存在的任意节点 i , i 尝试感染

它的邻居，比如G0中的节点 j。如果 j还没有被感染，即 j在G1中，那么在

时间间隔 (t, t + h)（h → 0）内，i以 pn(t)的概率感染 j。如果成功感染，我们

将 ( j, t) 加入到节点集合 Node(t) 中，将 (i, j, t), ( j, i, t) 加入到边集合 Edge(t)
中。

• 链接增长：如果 j 已经在 G1但是还没有和 G1中的 i相连接，那么 i在时间

间隔 (t, t + h)（h → 0）内尝试和 j 以概率 pe(t)连边。如果成功连接边，我
们将 (i, j, t), ( j, i, t)加入到边集合 Edge(t)中。

• 用户行为：如果 j 已经在 G1中并且和 G1中 i也连了边，那么之后 i可以和

j进行交互，比如发信息，但是对我们关心的网络 G1(t)没有影响。随着时间
的推移，网络 G1随时间增长。

这两个随机生成器旨在描述节点和边的随机动态增长。为了结果的可复现性，

我们开源了代码，参见章节2.5。

2.3.5 模型参数学习

网潮模型 NetTide，包括节点和链接两个子部分，有着简明的参数集，即 Θ =

{ β, θ, β′, α, γ, N}。我们的参数学习过程分为两步，第一步先学习节点方程，之后
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再学习边方程。给定真实的节点增长序列 n(t)，我们试图最小化如下平方和误差：

min
β,θ,N

J(n(t), n∗(t)) =
T∑
t=t0

(n(t) − n∗(t))2。 (2-21)

至于链接方程，给定真实链接和节点增长序列 e(t)和 n(t)，以及从节点步骤学习的
时间衰减指数 θ，我们遵循与节点学习相同的过程步骤，以尽量减少平方和误差：

min
β′,α,γ

J(e(t), e∗(t)) =
T∑
t=t0

(e(t) − e∗(t))2。 (2-22)

我们采用 Levenberg-Marquardt算法 (LM) [49]来求解如上非线性优化问题。

2.4 实验结果

在本节中，我们将通过一系列真实演化的社交网络来评估网潮模型 NetTide

的有效性。在这里，我们实验试图回答以下问题：

Q1. 准确性。 网潮模型是否可以精确刻画真实社交网络节点和边的动力学增长

过程？

Q1. 实用性。网潮模型可以精确预测未来的节点数 n(t)和链接数 e(t)么？可以预
测多远的未来？

Q1. 生成器。两个微观随机过程生成器，即网潮-生成模型 NetTide-Survival和网

潮-过程模型 NetTide-Process可以产生逼真的随机增长过程嘛？

2.4.1 数据集

表 2.3 社交网络数据集统计表

网络 时间 N E T 时间粒度

WeChat 01/2011-01/2013 300M 4.75B 726 1天
arXiv 03/1992-03/2002 16,959 2,388,880 95 1月
Enron 01/1998-07/2002 86,458 594,998 55 1月
Weibo 21-26/06/2012 165,147 331,607 1409 5分钟

微信在线社交网络。微信是中国最大的在线社交网络，截至 2018年 6月 30

日，每月活跃用户超过 10.58亿。我们收集了微信的历史数据，包括从 2011年 1月
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21日（WeChat发布之日起）到 2013年 1月 16日节点和链接增长的完整记录，总

共有三亿个节点（注册用户而不是每月活跃用户）和超过 47.5亿条社交链接。数

据记录了每个用户的添加时间和每个社交链接的建立时间，精确至秒。我们将用

户之间的双向关系视为两条链接。据我们所知，这是社交网络演化的最大的数据

集之一。此外，我们通过 2015年 12月 17日至 2016年 1月 14日的微信社交网络

的五个最新快照验证了我们模型的预测能力。我们可以访问的所有微信数据都是

匿名的，且遵循了严格的隐私政策。

ArXiv学者合作网络。这是一个学者合作网络，自成立以来已有近十年 [17]。如

果任何两个人在一篇论文的作者名单中，那么他们形成了双向链接，其时间戳是

其发布日期。人员的加入日期由他在此数据集中首次发表论文的日期表示。该数

据集涵盖从 1992年 3月（在 arXiv开始附近）到 2002年 3月。通过过滤没有明确

日期的链接，总共有 16, 959个节点和 2, 388, 880条边。

Enron公司社交网络。通过安然 Enron公司 [18] 的电子邮件记录，我们恢复了

安然员工构建的企业社交网络。该数据集涵盖了从 1998年 1月至 2002年 7月的网

络演化，其间安然于 2001年 12月 2日破产，导致 n(t)的急剧下降。总共有 86, 458

个节点和 594, 998条边。

微博信息传播网络。我们在腾讯微博中选择一个大型信息级联社交网络 [8]，这

是由一个关于流行游戏的信息传播形成的微博子网络，有 165,147节点和 331,607

条社交链接，揭示了对这个游戏感兴趣用户的社交网络的构建过程。

2.4.2 正确性

我们通过回答Q1来验证网潮模型的正确性，以确定我们的模型是否能够捕获

真实社交网络中节点和链接的动态增长模式。

2.4.2.1 评价方法

我们在四个不同的真实社交网络中进行实验，并设置了五个评价指标，来验

证我们模型的正确性和可推广性。这五个评价指标分别是节点动态累积数量 n(t)，
节点动态增长速率 dn(t)

dt
，链接动态累积数量 e(t)，链接动态增长速率 de(t)

dt
，以及链

接相对于节点的稠密化关系 e(n(t))。我们还将在2.2部分中讨论与其他四种基线方

法的比较，他们分别是：传染病模型（SI），Bass模型，SpikeM模型和 Phoenix-R

（PHR）模型。所有这些方法都是为节点设计的，据我们所知，并没有适用于链接

的动力学模型。

我们通过归一化均方根误差（NRMSE）来评估模型的整体拟合准确性。具体
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图 2.3 网潮模型准确地拟合了真实数据。我们的模型准确地拟合了四个真实社交网络的
动态增长过程。四行分别对应于微信（a-c），arXiv（d-f），安然 Enron（g-i）和腾讯微博
（j-1）。在每一行中，有五个评价指标：n(t)和 e(t)在第一列图中， dn(t)

dt 和
de(t)
dt 在第二列

图中, e(n(t))在第三列图中。
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图 2.4 网潮模型 NetTide打败了所有基线模型。网潮节点模型 NetTide-Node在 NRMSE
指标上都打败了其他模型。网潮链接模型NetTide-Link以较低的误差拟合了所有数据。更
重要的是，现有的模型并没有刻画边增长的动力学模型。

来讲，给定两个增长序列，例如真实节点增长序列 n(t) 和我们的模型给出的相应
序列 n∗(t)，NRMSE=

√
1
T

∑T
t=1(n(t)−n∗(t))2

max(n(t))−min(n(t))。作为 T = 1时的特殊情况，NRMSE退化为

绝对百分比误差 APE(x, x∗) = |x−x∗ |
x
。NRMSE与 LM 算法 L2范数意义下的目标函

数一致，并且其还可以在不同数据集之间进行比较。我们还通过其他标准度量指

标来评价我们模型的性能，例如平均绝对百分比误差（MAPE）。我们得出了一致

的结论，因此出于简明性考虑我们不做额外的报告。表2.5显示了数据集的最佳拟

合参数。

2.4.2.2 数量准确性和曲线性状准确性

我们的网潮模型准确地刻画了微信节点和边的动态增长过程，包括微信自发

布以来 726天的时间。从如图 2.3 a-c所示的五个检查点的拟合结果来看，我们模型

生成的增长曲线几乎与所有实际数据点完全重叠。我们拟合的部分覆盖了微信获

得其大部分用户的关键时期。对于累积增长的数值，网潮模型和真实数据之间的

整体错误都小于 1%。具体来说，对于 n(t)误差为 0.76%，对于 e(t)误差为 0.66%，

如表 2.4所示。尽管与累积增长数相比，速率表现出更大的波动，但我们的模型模

型仍能很好地拟合速率（如图2.3 b所示），且与基线模型相比具有最低的误差（如

表 2.4所示）。n(t) 和 e(t) 之间的稠密化关系被网潮模型完美地描述，总体错误为
1.08%。此外，只有我们的网潮-链接模型可以刻画边的动力学增长（如图 2.4 b所

示）。

随后，我们验证了网潮模型对 arXiv和 Enron数据的刻画。尽管两个数据时间

跨度较长（分别为 5年和 10年），增长逐渐趋于饱和，以及其他意外因素（如安然

的破产），但是我们的模型再次准确地拟合了他们的动态增长过程。拟合范围涵盖

了两个社交网络获得其 99%人口的时期。我们对这两个数据的动态增长的时间单
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位设置成月，是对于科研合作或企业上下文适当的粒度。我们网潮模型产生的红

色和蓝色曲线几乎与 arXiv（如图 2.3 d-f所示）和 Enron（如图 2.3 g-i所示）的所

有实际数据点重叠。具体来说，与基线模型相比，网潮节点模型在 arXiv和安然案

例中都得到的最低的误差，分别为 0.35%和 1.51%（如图 2.4 a所示）。此外，网潮

链接模型分别为 arXiv和 Enron准确地捕获链接增长，2.18%和 4.54%。所有基线

模型都无法描述链接的动态增长过程（如图 2.4 b所示）。

最后，我们验证了网潮模型对腾讯微博数据的刻画，这是一个易变的网络并

且表现出很大的波动。尽管如此，我们的模型再次很好地捕捉了微博的动态增长

过程。由于其不稳定的性质，我们将增长的最小时间单位设置为 5 分钟。虽然每

日波动（对应于午夜和办公时间的退潮和峰值分别如图 2.3 k所示）引入了相对较

大的误差（如表 2.4所示），我们仍然可以看到图 2.3 j和 l中模型所给出的趋势，而

且 n(t)和 e(t)的拟合结果仍然很好。具体来说，网潮-节点模型和网潮-链接模型分

别对 n(t)和 e(t)获得了 2.15%和 2.15%的误差。我们的模型相对于其他模型而言，

对 n(t)依旧是最低的误差，没有模型刻画 e(t)，如图 2.4 b所示。

只有我们的网潮模型在刻画动力学增长的绝对数值和增长形状方面获得了准

确的结果。到目前为止，我们的模型已经通过刻画真实动态增长的曲线形状和最

低的整体拟合误差证明其能力。更重要的是，我们的网潮链接模型在捕捉链接增

长动态方面是独一无二的。进一步，我们的反问是：我们的网潮节点模型在刻画

节点的动力学增长方面是不是也是独一无二的？

所有最先进的基线模型都无法准确刻画动态增长过程的绝对数值或增长形状

这两个测量方面，具体来说：早期 SI 和 Bass 的指数增长性质严重偏离了真实数

据，完全无法刻画微信的幂律增长。在微信数据中，SI和 Bass具有非常相似的性

能，误差比我们的网潮-节点的结果高出 10.0倍。在其他数据集中，SI也严重偏离

现实，如图 2.4 a 所示，对 arXiv，安然和微博的结果相比，误差相对于我们的模

型分别高出 16.1，1.5，和 5.6倍。虽然 Bass模型与 SI模型相比，引入了对市场自

然增长的刻画，相对而言减小了误差，但 Bass模型早期阶段的指数形状与我们的

幂律观测是完全相违背的。SpikeM在不同数据集中的表现差异很大。SpikeM在微

信和微博案例中的最佳拟合结果是 Hawkes过程的次-临界态中。但是，SpikeM在

微信数据中报告了最大的误差（比模型节点高 25.8倍），而在微博中则达到了相对

较低的错误（比模型节点高 21.9%）。而 SpikeM 模型在拟合 arXiv 和安然时达到

Hawkes过程超临界状态，在早期阶段产生指数增长，误差相对于我们的网潮-节点

模型而言，分别高出 21.7倍，和 8.0%。Phoenix-R也出现了错误形状和大幅波动

的问题：它报告了微信基线中的最低误差，仍比我们的网潮节点模型大 7.9倍。对

28



第 2章 宏观社交网络演化规律发现和建模

表 2.4 模型在五个评价方面的准确率。我们的网潮模型对于四个真实社交网络，5个评
价方面，都好于最先进的基线模型。所有基线模型都不适用于边的增长（---）。

WeChat n(t) e(t) dn(t)/dt de(t)/dt e(n)

NetTide 0.76% 0.66% 6.29% 5.07% 1.08%
SI 8.32% — 23.39% — —
BASS 8.31% — 23.64% — —
SPIKEM 20.33% — 48.19% — —
PHR 6.73% — 8.59% — —

arXiv n(t) e(t) dn(t)/dt de(t)/dt e(n)

NetTide 0.35% 2.18% 9.91% 11.27% 3.32%
SI 5.97% — 33.83% — —
BASS 0.88% — 11.18% — —
SPIKEM 7.95% — 24.63% — —
PHR 2.03% — 15.07% — —

Enron n(t) e(t) dn(t)/dt de(t)/dt e(n)

NetTide 1.51% 4.54% 14.62% 14.27% 4.62%
SI 3.84% — 20.74% — —
BASS 1.51% — 14.54% — —
SPIKEM 1.63% — 18.00% — —
PHR 1.99% — 15.89% — —

Weibo n(t) e(t) dn(t)/dt de(t)/dt e(n)

NetTide 2.15% 2.15% 14.93% 14.90% 0.06%
SI 14.19% — 24.51% — —
BASS 2.31% — 15.01% — —
SPIKEM 2.62% — 14.78% — —
PHR 4.45% — 17.53% — —

于 arXiv和微博来说，Phoenix-R和我们节点模型相比，对 arXiv数据误差高出 4.8

倍，而对于 Enron数据来说，误差高出 31.8%。

总之，在刻画动态增长过程的绝对数值和增长形状方面，只有我们的模型准

确地刻画了真实社交网络的节点和链接的动态增长过程。

2.4.2.3 参数分析

网潮模型的最佳拟合参数符合每个社交网络的实际增长动态特征（如表 2.5所

示）。在微信的情况下，时间维度的衰减指数是 θ（我们模型给出 0.995）的价值非

常接近 1，暗示节点的幂律增长，其幂律指数 ≈ βN = 2.16 (接近真实 n(t)数据的
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表 2.5 网潮模型在各个数据集最好拟合下的参数。

N βN θ β′ α γ

WeChat 6.1B 2.16 0.995 0.03 0.14 0.47
arXiv 12584 8.81 1.35 7.56 0.28 0.74
Enron 458143 155.14 1.96 751.19 1.30 0.16
Weibo 18935 0.50 0.84 0.030 1.68 0.02

2.15，如图 2.1 a所示)。边稠密幂律指数为 1 + γ = 1.47（接近真实 e(n(t))的 1.41

显示，如图2.3 c）所示。对于 arXiv，学习得到的 θ = 1.35意味着相比 θ = 1情况

下的 Log-Logistic曲线，有着更快的时间衰减效果。arXiv网络的发展在 4个数据

集中具有最大的边稠密幂律，其指数为 1.74，由 γ = 0.74刻画，这意味着高能物

理社区的紧密结构。安然公司的时间衰减指数（1.96）是数据集中最大的一个，刻

画了安然公司由于破产引起的人数停滞。安然公司的结构显示了像树一样的层次

结构，因为与其他社交网络数据相比，致密化幂律的指数相对较小 1.17（由学习

到的 γ = 0.16刻画）。微博的树形结构显示了链接相对于节点的线性增长，这使得

γ（γ = 0.02）非常接近于零。最合适的价值 θ = 0.84，由于微博的快速增长特性，

在早期阶段表现出快于幂律的增长。

2.4.3 预测

我们通过回答Q2来展示我们网潮模型的实用价值，即在短期和长期内对网络

节点和链接的数量进行预测。

2.4.3.1 短期预测

在短期预测的实验设置中，我们通过验证对未来总体趋势的预测误差（整体

预测任务）以及标记为里程碑的一些关键时刻点的到达时间预测（里程碑预测任

务）来验证网潮模型的预测能力。以微信为例，通过在最初的 1 亿用户范围内训

练节点的动态增长，整体预测任务是检查节点模型预测下之后的 2 亿用户的动态

增长过程;而里程碑预测任务是预测微信网络什么时候翻一倍，翻两倍，和翻三倍

其用户数的里程碑日期。我们将 t1，t2，t3表示为里程碑的日期。在微信的情况下，

它们是微信网络分别达到第一个 1亿，2亿，3亿用户的日期，如图 2.5 a所示。在

arXiv的情况下，它们分别是图中的到达 3000，6000，9000作者的日期，如图 2.5

c 所示。我们对链接模型 NetTide-Link 也进行了类似的实验设置，而之前的工作

都从未对社交链接的数量进行过预测。
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图 2.5 网潮模型 NetTide 可以很好地预测未来。 图中点代表真实数据，黑色实心点表
示训练数据部分，空心点表示预测数据部分。红线和蓝线分别是网潮-节点模型 NetTide-
Node和网潮-链接模型 NetTide-Link的预测结果。灰色虚线是 SI的结果。上面两张图是
微信的结果，而下面的两张图是 arXiv的结果。（a）和（c）是短期预测的结果，而（b）
和（d）是长期预测的结果。

整体预测任务。网潮模型，包括网潮-节点模型 NetTide-Node和网潮-链接模

型 NetTide-Link，都可以非常准确地预测未来动态增长过程，覆盖微信未来 291

天和 arXiv未来 730天。在微信数据中，网潮模型对节点 n(t)和边 e(t)在 t1 到 t3

的时间段内预测的整体误差分别为 2.18%和 0.44%（如图 2.5a所示）。对于 arXiv

数据集，对节点 n(t)和链接 e(t)从 t1 到 t3 预测的整体误差分别为 2.86%和 4.18%

（如图 2.5 c所示）。我们还比较了 SI的预测结果：在微信情况下，S形曲线严重高

估了 nt，整体误差高达 134.62%，但是低估了 arXiv的 n(t)，整体误差为 52.14%。

SI不适用于对 e(t)的预测（2.5图中没有用于链接的预测结果）。

里程碑预测任务。网潮-节点模型NetTide-Node和网潮-链接模型NetTide-Link

都可以以很低的误差来预测未来里程碑日期的到来。具体来说，在图2.5 a中所示

的微信数据中，网潮节点模型预测 2亿微信用户的时间早于实际日期 t2 5天（对
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未来 172天的预测），而对 3亿用户的时间 t3 预测仅晚 10天（对未来 291天的预

测）。在 t2和 t3，时刻，对 n(t)的预测误差分别为 1.67%和 2.58%，对 e(t)的误差
分别为 0.26% 和 0.33%。而对于 arXiv 网络，尽管 t2（t3）是在未来的 420（810）

天，网潮-节点模型可以预测里程碑的到来 6000（9000）作者在正负一个月的误差

内（对于 arXiv 和安然，我们选择的时间粒度就是一个月。）在 t2 和 t3 对 n(t) 预
测误差分别为 0.91%和 2.47%，而对 e(t)的误差为 11.32%和 2.75%。相比之下，

由 SI模型预测的节点结果存在严重偏差：在微信数据下，对 t2 的预测要早 93天，

对 t3 的预测要早 167天。随着时间的推移，偏差越来越大，对 t3 的预测偏差超过

300%。至于 arXiv，SI模型严重低估了里程碑节点的数量：对 t3 的低估程度多于

超过 260%。再次强调，没有对网络链接建模的动力学基准模型。

总之，我们的模型在短期内对节点和链接的增长预测都达到了很好的预测精

度。

2.4.3.2 长期预测，未来两年

我们的网潮模型在长期预测上取得了很好的结果。具体而言，对微信未来 730

天和 arXiv未来 870的预测都取得了很好的结果。

对于微信数据，网潮-节点模型可以准确地预测未来 730天节点的数量（图 2.5

b）。我们通过 t3 之前的动态增长数据训练模型，然后我们通过微信社交网络的 5

个最新快照验证模型的预测结果。未来 5个最新检查点跨越一个多月（2015年 12

月 17日，25日和 2016年 1月 1日，8日，14日）。由于隐私问题，我们不会报

告注册用户的确切数量和链接数量。我们将初始总人口 N设定为 61亿，是由爱立

信 1O报道的到 2020年全球智能手机用户。因为一个用户只能通过验证他的电话号

码成功注册微信。这五个检查点的 n(t)的误差为：2.86%，2.72%，2.68%，2.68%

和 2.64%。然而，SI 模型的节点增长曲线严重高估了实际节点的增长：饱和点更

早到达，与 2016/1/14的实际数据相差 350%。

对于 arXiv 数据，网潮模型可以长期准确地预测 n(t) 和 e(t) 未来 870 天，如

图2.5 d所示。我们在 t3之前通过实际动态增长数据训练节点和链接模型，我们对

n(t) 的预测误差为 2.84% ，e(t) 的预测误差 3.56%，为未来 870 的总误差。然而，

SI模型的节点数量的预测结果严重低估了实际数字，最高可达现实 200%偏差。

1O http://www.ericsson.com/mobility-report

32



第 2章 宏观社交网络演化规律发现和建模

2.4.4 微观随机生成过程

到目前为止，我们已经检查了网潮模型的准确性和实用性。在这里，我们通

过两个微观随机过程生成器，即网潮-存活模型 NetTide-Survival和网潮-过程模型

NetTide-Process，来产生逼真的宏观动态增长曲线。

2.4.4.1 NETTIDE-Survival产生的随机动态增长

网潮-生存生成器 NetTide-Survival可以直接生成节点和链路增长的随机轨迹。

对于不同的模型参数组合 (β, θ, N, β′, α, γ)，NetTide-Survival可以生成不同的节点

和链接轨迹。这里我们报告一个特定的实验设置 (β = 2.45×10−4, θ = 1, N = 104, β′ =

0.5, α = 0.9, γ = 0.52)这个动力学增长设置类似于微信，它遵循幂律增长，节点和
链接的幂律增长指数为 2.15和 3.01。我们开源了代码，用于在任意参数设置中生

成随机动态增长过程。

图2.6a-d展示了 10条 NetTide-Survival产生的随机增长轨迹，每一条轨迹由

不同颜色区分。虽然 NetTide-Survival 产生了不完全相同的 n(t)， dn(t)
dt
，e(t)，和

de(t)
dt
，且他们有着随机的波动，但是我们的网潮模型 NetTide都很好地刻画了这些

随机轨迹。由于 θ = 1, NetTide-Survival会产生类似幂律的动态增长，如图 2.6 e-f。

我们通过 NetTide-Survival生成了 1, 000个 n(t)和 e(t)实例，并通过最小二乘法拟

合生成的幂律早期增长。图 2.6c&f分别显示节点和链接幂律增长的幂律指数的分

布，表明 NetTide-Survival生成具有幂律指数接近 2.15和 3的 n(t)和 e(t)，意味着

NetTide-Survival成功再现了微信的动力学增长过程。

2.4.4.2 NETTIDE-Process产生的随机动态增长

对于第二个随机生成器，我们试图从网络内的微观随机交互进行建模，即网

潮过程生成器 NetTide-Process。给定基础组织结构 G0，我们模拟所需的建模参数

是 (β, θ, β′)。正如在模型小节所讨论的，在随机图假设下，时间间隔 (t, t + h)中用
户的感染概率 pn(t)和链接概率 pe(t)可以从等式2-19和2-20推导出来。我们再次在

(β = 2.485 × 10−4, θ = 1, β′ = 0.48)和 G0 = RandomGraph(α = 0.01, N = 104)的实
验设置下报告我们的结果，即再次产生与微信数据相似的动态增长过程。为了在

任意参数设置下生成随机轨迹，我们开源了代码实现。

NetTide-Process产生的随机动力学增长曲线如图2.7所示。同样，实曲线几乎

击中每个点，表明网潮模型很好的拟合了随机 n(t)，dn(t)
dt
，e(t)，和 de(t)

dt
。通过使用

上述的参数设定，我们可以生成 1, 000条随机增长实例。我们发现生成的轨迹显示

幂律早期增长（如图2.7 e和 f的插图所示），n(t)和 e(t)的幂律指数接近 2.15和 3，
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表明 NetTide-Process产生了如微信数据的动态增长过程。

我们进一步检查网潮模型是否可以学习出 NetTide-Process使用的“真实”参

数。在拟合过程中，由于随机图设置，我们设置 γ = 1。我们发现网潮推断出建模

参数，如图2.8所示。我们的网潮模型不仅可以找到控制行为的 β，θ和 β′的值，还

可以发现结构参数 N = 104和 α = 0.01。

总之，网潮-生存模型 NetTide-Survival 和网潮-过程模型 NetTide-Process 都

可以生成节点和链接的逼真的随机增长过程，并且生成的随机增长轨迹可以很好

地被网潮模型刻画。

2.5 结论

在本文中，我们研究了现实世界中社交网络的动态增长，并提出了动力学模型

来同时刻画节点和链接的动态增长过程。我们研究了一系列真实演化的社交网络，

特别是中国最大的在线社交网络微信。我们发现真实社交网络中的节点和链接都

随时间遵循幂律增长，而不是预期的指数增长或是均匀线性增长。因此，我们提出

了网潮模型 NetTide，包含节点和链接数量增长的微分方程，来刻画新的增长现

象。我们的网潮-节点模型NetTide-Node给出了一个统一但简约的模型来刻画真实

的社交网络增长，比如 Log-Logistic增长的幂律早期增长，以及 Stretched-Logistic

增长的拉伸指数早期增长的更一般形式。我们的网潮-链接模型 NetTide-Link是第

一个捕捉链接动态增长的动力学模型。网潮模型准确地拟合了现实动态增长数据。

此外，我们提出了两个微观随机生成过程，即网潮-存活生成器 NetTide-Survival

和网潮-过程生成器 NetTide-Process，它们分别从生存分析和网络内的微观随机交

互的角度生成真实的随机动态增长过程。我们的模型再次准确地拟合了产生的随

机动态增长过程，并很好地推断出其参数。总结我们的主要贡献如下：

1. 网潮动力学模型: 我们给出产生幂律动力学增长的机制，并提出网潮模型。

网潮-节点模型NetTide-Node刻画了广泛的动力学增长过程，网潮-链接模型

NetTide-Link是第一个刻画链接动力学增长的微分方程。这两个方程都是简

约的，可以在微观层面上解释。

2. 准确性: 我们在四个真实世界中不断演化的社交网络数据上进行了实验，特

别是微信（3亿个节点，47.5亿个链接）。我们的网潮模型 NetTide准确地刻

画了现实世界的动态增长过程。

3. 实用性: 我们的模型可用于短期和长期预测。我们通过大量实验验证了模型

的预测能力，并表明它可以准确地预测短期甚至长期的节点和边的数量（对

微信和 arXiv的未来预测分别为 730天和 870天）。
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4. 生成器: 我们提出了两个微观层面的随机过程生成器，即网潮-生存生成器

NetTide-Survival和网潮-过程生成器 NetTide-Process，它们生成了逼真的随

机动力学增长过程。

我们的工作存在着许多进一步研究的可能。首先，提出的增长模型可用于验

证其他领域的普遍增长现象，如生态学，社会科学，人口学等。其次，受到模型建

模参数的物理意义的启发，如何改善社交网络服务，提升社交行为体验是一个开

放性的问题。第三，我们模型的一个主要限制是忽视外部影响。外部信号如何影响

社交网络的增长或衰退动态仍有待研究。我们开源了网潮模型 NetTide及两个生

成器 NetTide-Survival和 NetTide-Process的代码，以及拟合/生成节点和链接的确

定性/随机的动态增长轨迹数据，代码网址为：https://github.com/calvin-zcx/NetTide。
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图 2.6 网潮-存活随机生成器 NetTide-Survival产生了逼真的动力学增长过程。(a-b) Net-
Tide-Survival产生的 10条 n(t)累计增长曲线 (方块标记 □)和 10条 dn(t)

dt 速率曲线 (点划
线)。实线是我们模型拟合的结果。每条颜色的线代表着一个模拟样本。(c-d)是对链接模
拟的结果。(e-f)是 n(t)和 e(t)幂律增长指数的直方图。由NetTide-Survival分别产生 1, 000
条 n(t)和 e(t)曲线。红心代表着真实微信数据的结果。其中插图展现 n(t)和 e(t)在双对数
坐标下的幂律初期增长，即类似直线。
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图 2.7 网潮-过程随机生成器 NetTide-Process 产生了逼真的动力学增长过程。(a-b) Net-
Tide-Process 产生的 10 条 n(t) 累计增长曲线 (方块标记 □) 和 10 条 dn(t)

dt 速率曲线 (点划
线)。实线是我们模型拟合的结果。每条颜色的线代表着一个模拟样本。(c-d)是对链接模
拟的结果。(e-f) n(t)和 e(t)幂律增长指数的直方图。由 NetTide-Process分别产生 1, 000条
n(t)和 e(t)曲线。红心代表着真实微信数据的结果。其中插图是双对数坐标，展现 n(t)和
e(t)的幂律初期增长。
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图 2.8 网潮-过程随机生成器 NetTide-Process 产生的模拟数据可以被网潮模型 NetTide
很好的学出。(a-f) 有生成的 1, 000 个实例学习出的参数直方图，其实例如图2.6。红星代
表参数真实数值，我们设置 γ = 1，代表着随机网络情形。
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第 3章 微观社交网络演化规律发现和建模

每个人在社交网络中如何动态地交朋友？你的社交关系数随着时间如何演化？

控制这些时间维度模式形成的基本机制是什么？无论是虚拟在线社交网络还是物

理社会系统，它们的结构和动力学特性都是由微观个人的动态社交行为所驱动。然

而，由于缺乏真实的微观数据，对复杂社交系统微观社交行为层面的动力研究少

之又少，更不用说探究这些微观动态模式的规律或模型了。

我们研究了中国最大的在线社交网络“微信”的详细增长过程，包含它拥有头

3亿用户和 47.5亿连接的两年。我们发现了广泛异构的用户动态加好友行为模式，

但是他们在长期都遵循非线性幂律（随机）增长（Long-term Power-law Growth），

在短期呈现随机爆发增长（Short-term Bursty Growth）的普遍规律。我们提出三个

关键因素，即平均效应（Average Effect），多尺度效应（Multi-scale Effect）和相关

效应（Correlation Effect），们它控制着微观层面观察到的随机增长模式。基于此，

我们提出了包含这些成分的长短记忆随机过程（Long Short Memory Process），它

成功地再现了真实数据中观察到的复杂随机增长现象。通过分析模型参数，我们

发现了个体社交行为背后的统计规律。我们的模型和发现为网络动态增长的微观

社交机制提供了理论基础，而且其应用范围广泛，例如对人类动态行为的预测，聚

类和异常值检测等等。

3.1 引言

近年来，很多科研工作致力于理解和建模社交网络的增长，包括复现社交网

络的结构的统计特性 [2] 到建模节点和链接的动力学增长过程 [3]，旨在增强我们的

对社交复杂系统的认识理解。从微观层面来讲，社交复杂系统的结构和动力学特

性主要是由个人社交行为的动力学特性驱动的。然而，现有研究中对微观个人社

交行为的动力学特性知之甚少，主要是由于缺乏大规模的详细记录社交网络演变

的微观数据集。因此，如下很基本的问题在很大程度上是未知的：微观个体在社

交网络中的社交行为的动态增长模式是什么？控制这些微观动态增长的机制是什

么？我们能否用一个简单的数学模型将异构个体的社交动态行为统一刻画？对这

些问题的回答不仅可以促进我们对社交复杂系统演变规律的理解，而且还提供了

在微观层面刻画人类动态行为的模型。其应用广泛，例如预测个人未来增长现象，

聚类人类的动态行为模式，进行用户画像，以及检测异常行为/用户等等。

在现有文献中，关于微观个人社交链接动力学的研究主要是在理论上进行的。
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(a)加速幂律用户 (b)加速幂增长律用户 (c)加速幂增长律用户 (d)加速幂增长律用户

(e)线性增长用户 (f)线性增长用户 (g)线性增长用户 (h)线性增长用户

(i)减速幂律增长用户 (j)减速幂律增长用户 (k)减速幂律增长用户 (l)减速幂律增长用户

图 3.1 微观个人的社交链接，在长期呈现出各种各样的非线性随机幂律增长，在短期呈
现随机爆发增长。长短记忆随机过程模型 LSMP很好地刻画了真实数据。（a）（e）（i）分
别绘制了三个不同增长模式的实例：加速幂律增长，线性增长和减速幂律增长。相同曲线
在双对数坐标系的图在上部插图中，而下部插图放大了短期爆发增长。每一行描述了相同
动态增长的不同方面。（b）（f）（j）绘制了事件间间隔时间（IET）分布。（c）（g）（k）
绘制连续 IET的联合分布，而（d）（h）（l）是 LSMP生成的联合分布。我们的模型在所
有方面都很好地刻画了真实数据。

Barabási-Albert 模型 [2] 生成了无标度网络，预测个体好友数与时间之间的幂律关

系指数为 0.5。Fitness模型 [15]将此指数扩展为一个范围 < 1的 fitness函数。然而，

这些理论假设忽略了无处不在的边稠密化现象 [9]，而真实动态增长的曲线可能具

有幂指数值 ≥ 1。最近，[11]发现构建社交链接的速率平均而言随着系统现有边数增

长，表明平均而言边的超线性增长。然而，它忽略了不同用户之间的异质性。文

献 [50]研究表明社交链接构建的速率是恒定的，表示平均而言边的线性增长，但其

结果也是平均而言的，忽略了个人的异质性，并且连接时间戳是根据用户行为日

志估计的，而不是明确记录的。综上所述,尚没有大规模数据支持微观个人社交行
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为演化的研究。

在本文中，我们研究了微信从开始到 3亿用户和 47.5亿条社交链接横跨 2年

时间的详细演变过程。数据集明确记录谁和谁在何时构建社交关系的详细过程，是

支持该研究的现有最大数据集之一。从这个数据集中，我们发现个人社交行为的动

态增长表现出丰富的复杂性，远远超出了我们目前的理解。图3.1展示了三个示例

用户在两年内其好友数随时间的动态增长过程（之后实验部分我们进一步说明这

三个用户在全局用户池所处的位置）。我们发现：i在长时间尺度内广泛的非线性幂

律随机增长，以及 ii在短时间尺度内随机爆发增长。基于这些经验观察，我们提出

了三个控制动态增长的因素，即平均效应（average effect），多尺度效应（multi-scale

effect）和相关效应（correlation effect）。基于上述因素，我们提出一个随机过程

模型，即长短记忆随机过程 Long- Short- Memory Process（LSMP）来刻画真实用
户复杂社交行为的随机动力学特性。我们通过多个方面验证了长短记忆过程模型

LSMP的有效性。通过分析模型的参数，我们进一步发现了用户社交链接动态增长

背后的统计规律。通过在参数空间中聚类，我们发现了长期社交链接增长的三种

典型模式，以及短期内的两种典型模式。我们还说明了在参数空间中可以很容易

地检测到异常值。综上所述，我们总结贡献如下：

• 科学发现：个人社交链接的动态增长在长期呈现非线性幂律随机增长，在短

期呈现随机爆发增长。我们发现三个机制，即平均效应，多尺度效应和相关

效应，来解释非线性幂律和突发性增长的动力学特性。

• 长短记忆过程模型（LSMP）：一个随机过程模型来建模如上科学发现。它是

简约的，参数具有明确的物理意义。

• 准确性：LSMP准确地拟合了个人动态社交链接的随机增长模式。

• 实用性： LSMP对人类动态行为提出了深刻理解，并可应用于行为预测，聚

类，模式发现和异常值检测等。

本章的大纲如下：相关工作，模型，实验结果和最后的结论。为了保证实验的

可复现性，我们的代码开源在了https://github.com/calvin-zcx/LSMP。

3.2 相关工作

由于所研究的问题与网络演化（Network evolution）和人类行为动力学（Human

dynamics）密切相关，我们主要回顾这两个领域的相关工作。

网络演化。经典的 Barabási-Albert model (BA)模型 [2] 预测个人社交好友数随

着时间呈现 k(t) ∼ t1/2，其幂指数为 α = 0.5。进一步，fitness模型 [15]扩展了 BA模

型来刻画异构的动力学过程，将幂指数由固定值设置为 α < 1的范围。然而，我们
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发现现实世界中链接的动态过程更加复杂：其动态幂律很多都大于 1，即 α >= 1。

最近，工作 [11]发现平均而言社交链接数随着现有边数的增长而增长，虽然其刻画

了边稠密现象，但是忽略了不同用户的异质性。工作 [50]发现社交链接的增长率是

常数，但是其结果也是人群的均值，而且其链接构建时间是通过对话行为推测的，

并没有确切建边时间数据。工作 [3] 研究了多个真实社交网络，发现宏观网络节点

和社交链接随着时间都遵循幂律增长，暗示平均而言个人社交链接也遵循幂律动

力学增长。综上所述，我们发现没有现有工作研究真实社交网络中大规模异构用

户加好友行为的动态随机过程。

人类行为动力学。人类的各种行为通常展现爆发（bursts）和长尾（heavy-tailed）

事件间隔时间（inter-event time，IET）分布。优先级队列 [44]和调制泊松过程 [45]被

提出来建模 IET的长尾动力学特性。最近，越来越多的证据表明了多尺度 IET分

布 [46]，包括双模态分布 [47]和多模态分布 [46]等等。但是，这些工作虽然刻画了 IETs

分布，但是忽略了事件间的关联性 [51]。有两个研究分支尝试刻画爆发性和关联性：

自激励过程（Self-exciting Process），例如Hawkes过程 [40,42,52]，和自反馈过程（Self-

feeding Process）[53–55]。但是，他们都不能产生我们在真实数据中普遍观测到的任意

幂指数的非线性幂律增长，也不能产生我们观测到的多尺度间隔时间 IET分布。

3.3 长短记忆随机过程

在本节中，我们提出了控制长期随机幂律增长和短期随机爆发增长的机制，然

后提出了基于这些机制的的随机过程模型。

3.3.1 建模基础

在这里，我们将介绍启发我们模型设计的直觉和背景。

动力学幂律增长的机制。 Zang et al. [3] 提出动力学模型来刻画社交网络中的

节点幂律增长过程： dn(t)
dt
=

β

tθ
n(t)(N − n(t)),其中 N 是人口最大上限，β是增长率。

这个式子可以产生一系列动力学增长模式，包括幂律增长为其特例（当 θ = 1 和

n(t) ≪ N 的时候）。通过定义 α = βN，我们可以得到产生幂律增长的极简动力学

方程式：

dn(t)
dt
=
α

t
n(t)。 (3-1)

因此，当衰减指数 θ = 1时，这个等式表示的微观层面的物理意义是：用户当

前加好友的速率 dn(t)
dt
与长期加好友的平均速率 n(t)

t
成正比。这个长期记忆是由到
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表 3.1 符号和定义

符号 定义

n(t) 特定用户在 t 时刻的累积事件数
ti 事件 i的发生时刻
τi 事件 i和事件 i − 1的事件间隔事件（inter-event time，IET）
Ht 时刻 t 之前的事件历史，一系列事件事件数据

λ(t |Ht ) LSMP模型的强度函数（Intensity Rate）
Φ∞(t) 刻画长期记忆的事件强度函数
λ∞ 长期事件的最大发生率
α 长期增长指数
∆∞ 长期记忆时间尺度
Φ0(t) 刻画短期记忆的事件强度函数
λ0 短期记忆最大发生率
θ 短期记忆衰减系数
∆0 短期记忆时间尺度
m 短期记忆覆盖事件长度

目前为止所加好友 n(t)所刻画的。我们将其命名为平均效应（average effect）。正

是平均效应产生了动力学幂律增长。但是如何产生随机的幂率增长？

爆发增长的机制。 人类行为通常表现出多尺度的连续事件时间间隔（Inter-

Event-Time, IET）分布 [46]，如图3.1 b，其在短时间尺度上呈现平台，中时间尺度

呈现长尾形状，长时间尺度呈现指数分布形状。当我们 i.i.d.从该多尺度分布中采

样 IET时，一系列值很小的 IET短期在短期被采样，然后偶尔采样到中尺度和长

尺度较大值的 IET，即一个是一系列密集活动，之后是几个长时间间隔，这样就产

生爆发行为。因此，从多尺度 IET分布刻画了自上次事件以来的短期记忆，这个

多尺度短期记忆就可以产生爆发行为。我们将此机制称作多尺度效应（multi-scale

effect）。如何产生人类多尺度的记忆行为？

给定一个泊松过程，会表现出均匀的线性性增长。如果我们按如下方式重新

排列 IET序列：使小 IET后跟较小的 IET，并使大值 IET后跟较大的 IET，然后我

们也得到突发行为。因此，IET之间的相关性也可以产生爆发增长。图片 3.1 cg &k

描绘了两个连续 IET与实际数据的联合分布。如果 IET是独立的，则联合分布上

的点应该展开的，而实际上点是聚集的，例如红点，这支持了我们 IET相关的猜

想。实际上，对应联合分布图的动态增长图 3.1ae&i和其下部插图，展示了短期内

的爆发式增长。我们把这个产生爆发行为的机制叫做关联效应（correlation effect）。

如何产生关联的随机爆发行为？

模型框架-随机点过程。用户在特定时间下添加朋友的过程是随机时间点过程。
43



第 3章 微观社交网络演化规律发现和建模

在数学上，我们想要知道下一个事件的时间 t，定义让 f (t |Ht)为第 (n+1)th个时间
发生时间的条件概率密度，以 t 时刻之前所有行为历史记录Ht 作为条件。这个点

过程，由事件强度函数 λ(t |Ht) [56]唯一刻画。事件强度函数 λ(t |Ht) = E[n(dt)|Ht]/dt

描述了给定历史记录 Ht = (t1, ..., tn−1, tn) 条件下事件发生率。其中，n(dt) 表示在
[t, t + dt)内发生事件数，n(t)代表在 (−∞, t)时间内累计事件数。强度函数和条件
概率密度函数之间的关系是 λ(t |Ht) = f (t |Ht )

1−F(t |Ht ) 和 f (t |Ht) = λ(t |Ht)e−
∫ t

tn
λ(s |H)tds。

3.3.2 长短记忆随机过程模型

在此，我们提出长短记忆随机过程模型（Long-Short-Memory Process, LSMP）

,它是基于平均效应，多尺度效应和相关效应构建的模型，用来刻画微观个体用户

加好友过程（亦或是其他点过程）长期的非线性幂律随机增长，和短期随机爆发

式增长。刻画 LSMP的强度函数为：

λ(t |Ht) = λ∞α(
t
∆∞
+ 1)α−1︸               ︷︷               ︸

长期记忆 Φ∞(t |Ht )

+

n(t)∑
i=n(t)−m+1

λ0(
t − ti
∆0
+ 1)−θ︸                          ︷︷                          ︸

短期记忆 Φ0(t |Ht )

= Φ∞(t |Ht) + Φ0(t |Ht)。

(3-2)

3.3.2.1 长期记忆部分

我们首先表明平均效应会产生幂律随机增长，呈现出长期记忆效果。

引理 3.1：（随机幂律增长机制）均值效应，即当前的强度函数 Φ∞(t |Ht)是过去强
度函数从 −∆∞到 t 的均值，产生了幂律随机增长，其幂律指数为 α。

证明 我们建模均值效应为：

Φ∞(t |Ht) =
α

t + ∆∞

∫ t

−∆∞
Φ∞(s |Ht)ds， (3-3)

并且替代积分项为：
∫ t

−∆∞
Φ∞(s)ds = λ∞∆∞( t

∆∞
+ 1)α，我们得到：

Φ∞(t |Ht) = λ∞α(
t
∆∞
+ 1)α−1。 (3-4)

□

强度函数 Φ∞(t |Ht) = λ∞α( t
∆∞
+ 1)α−1 刻画了个人加好友行为的长期随机幂律增长

过程，是动力学方程 3-1刻画的动力学幂律增长的随机过程版本。
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模型的进一步说明：

• 广谱的幂律增长。在第3.3.1小节所述, α是在时间间隔 (t, t + dt)内由任意一
个 n(t)中已有好友所介绍新好友平均数。当 α > 1，加速的幂律增长出现，表

明富者越富（rich-get-richer）的现象：你有越多的好友，就倾向于交更多的

好友。当 α = 1，Φ∞(t |H)等于 λ∞，表明 n(t)呈现匀速线性增长，没有长期
记忆效应。相反，当 α < 1时，n(t)表现出减速的幂律增长。上述三种情况
在图 3.1 ae&i中描述。

• 多尺度效应的长时间尺度部分。长时间尺度部分由参数 λ∞ 和 α 决定。当

α = 1时，Φ∞(t |Ht)退化为泊松过程（Poisson process），刻画了均匀的例行

加好友行为。具体来讲，一个事件预计以 λ−1
∞ 的时间间隔发生，其时间尺度

由 ∆∞控制，如图 3.1 b所示。当 α增加，长时间尺度的指数分布部分向左移

动，表明越来越小的 τ，即加速增长的 n(t)。相反，当 α 减小时，该长时间

尺度的指数分布向右移动，表明越来越大的 τ，即减速增长的 n(t)。
• IETs的长期关联。当 α , 1时候，长期记忆出现，呈现 IETs的长期关联性。

确实，当 α ≥ 1时候，IETs越来越小，表明逐渐加速增长的朋友圈；当 α ≤ 1

时，IETs越来越大，表明逐渐减速和饱和的朋友圈。

3.3.2.2 短期记忆部分

短期记忆部分 Φ0(t |Ht) 刻画了多尺度效应和关联效应，他们一起产生了短期
爆发式的增长。

引理 3.2： LSMP的强度函数 λ(t |Ht)当 α = m = θ = 1时，其在短时间尺度产生

常值的 IET分布，在中时间尺度产生幂律分布，在长时间尺度产生指数分布。

证明 下个事件，例如第 (n + 1)个事件，发生的时间间隔条件概率密度函数是 (参

考第3.3.1小节):

f (t |Ht) = λ(t |Ht)e−
∫ t

tn
λ(s |Ht )ds

= (Φ∞(t |Ht) + Φ0(t |Ht))e−
∫ t

tn
Φ∞(s |Ht )dse−

∫ t

tn
Φ0(s |Ht )ds

= [λ∞α(
t
∆∞
+ 1)α−1 +

n∑
i=n−m+1

λ0(
t − ti
∆0
+ 1)−θ]

× e−λ∞∆∞[(
t
∆∞ +1)α−( tn

∆∞ +1)α]

×
n∏

i=n−m+1

e−
∫ t

tn
λ0(

s−ti
∆0
+1)−θds 。
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当 α = 1 时，没有长期记忆效应。当 m = 1 时，短期记忆完全由自上个事件开

始的衰减效应控制。因此，λ(t |Ht) 刻画了一个更新过程（renewal process），即
f (t |Ht) = f (τn+1) = f (τ)。当 θ = 1时，我们得到：

f (t |Ht) = [λ∞ + λ0(
t − tn
∆0
+ 1)−1]e−λ∞(t−tn)( t − tn

∆0
+ 1)−λ0∆0

≈ λ0(
t − tn
∆0
+ 1)−(1+λ0∆0)e−λ∞(t−tn), 当 λ∞ ≪ λ0时。

因此，当 α = m = θ = 1时，IET的分布是：

f (τ) ≈ λ0(
τ

∆0
+ 1)−(1+λ0∆0)e−λ∞τ, (3-5)

其在短时间尺度（τ < ∆0）有着常数速率 λ0，中时间尺度有着幂律分布，其幂律指

数是 1 + λ0∆0，长时间尺度部分有着指数分布（τ在 λ−1
∞ 附近）。 □

模型的进一步说明：

• 多尺度 IET 分布： IET 分布的多尺度模式也适用于其他的模型参数设置情

形：

– 短尺度 IET分布的范围由 ∆0控制，如图3.1 b所示。当 ∆0增大时，短尺

度的范围向右扩展；如果 ∆0减小，短尺度的范围向左扩展。当 ∆0 → 0

时，IET分布的短时间尺度部分消失。

– 中时间尺度 IET分布的斜率主要由 θ 控制。当 α = m = 1时，θ = 1的

情况显示在引理3.2中证明。当 θ , 1时，e−
∫ t

tn
λ0( s−tn∆0

+1)−θds是一个拉伸的

指数分布（stretched exponential distribution），在中等规模上展示了长尾

IET分布。因此，θ 越大，斜率越大。

• IET间的短期相关性：相关效应和多尺度效应都会影响 IET的短期相关性：

– 当 α = m = 1时，LSMP是个更新过程，表明 IETs之间没有相关性。当

m > 1 时，相关性出现。当 m = ∞，Φ0(t |Ht) 类似有着幂律衰减核的
Hawkes过程，其超临界态（

∫
Φ0(s |Ht)ds > 1）产生指数增长，表明最

强的正相关性。

– θ 的值越大，上个事件后对未来下个事件的影响随时间衰减越来越大，

所以 IET间的关联越来越小。

• 爆发：爆发由多尺度效应和关联效应共同决定：

– 如图3.1 b 所示，∆0 是短时间尺度（小 IET，密集行为）和中时间尺度

（长尾 IET行为）的临界点。因此 ∆0越大，n(t)爆发性越强。θ越小，n(t)
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的爆发性越强。因为 θ越小，IET分布的中间尺度越高，所以 IET被越

来越多的相对长的时间间隔分开。

– 由于先前事件的叠加影响，较长的记忆长度引起较强的短期 IET 相关

性，导致突然的大速率，即爆发。

3.3.3 模型参数估计

我们通过最大化对数似然函数来学习 LSMP的参数。在时间段 [0,T)观察到点
过程 {t1, ..., tn−1, tn}的对数似然函数是：

log L(t1, ..., tn) = −
∫ T

0
λ(t |Ht)dt +

∫ T

0
log λ(t |Ht)dN(t)

= −λ∞∆∞[(
tn
∆∞
+ 1)α − 1]

−
n∑
i=1

λ0∆0

1 − θ [(
ti+m − ti
∆0

+ 1)1−θ − 1]

+

n∑
i=1

log[λ∞α(
ti
∆∞
+ 1)α−1 + λ0 A(i)]，

(3-6)

其中 A(i) = ∑
ti−m≤t j<ti (

ti−tj
∆0
+ 1)−θ 对于 i ≥ 2，并且 ti 表述第 i 个事件发生的时间，

A(1) = 0。为方便起见，我们假设 T = tn。最大化如上对数似然函数来得到参数

{λ∞, α,∆∞, λ0, θ,∆0,m}，并满足 {α,∆∞, θ,∆0, λ∞, λ0 ≥ 0; m ∈ N} 的限制，可以得到
我们想要的最优模型估计参数。

我们模型的一个很好的优点是所有参数都具有可推导出的梯度。长记忆部分

的梯度是：

∂ log L
∂λ∞

= −∆∞[(
tn
∆∞
+ 1)α − 1] +

n∑
i=1

α( ti
∆∞
+ 1)α−1

D(i) (3-7)

∂ log L
∂α

= − λ∞∆∞(
tn
∆∞
+ 1)α ln( tn

∆∞
+ 1)

+

n∑
i=1

λ∞( ti
∆∞
+ 1)α−1[α ln( ti

∆∞
+ 1) + 1]

D(i)

(3-8)
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∂ log L
∂∆∞

= − λ∞[(
ti
∆∞
+ 1)α − 1] + λ∞α

tn
∆∞

( tn
∆∞
+ 1)α−1

−
n∑
i=1

λ∞α(α − 1) ti
∆2
∞
( ti
∆∞
+ 1)α−2

D(i)

(3-9)

其中 D(i) = λ∞α( ti
∆∞
+ 1)α−1 + λ0 A(i)。

当 θ , 1，短期记忆部分的剃度是：

∂ log L
∂λ0

= − ∆

1 − θ

n∑
i=1

[( ti+m − ti
∆

+ 1)1−θ − 1] +
n∑
i=1

A(i)
D(i) (3-10)

∂ log L
∂∆0

= − λ0

1 − θ

n∑
i=1

[( ti+m − ti
∆0

+ 1)−θ(θ tt+m − ti
∆0

+ 1) − 1]

+

n∑
i=1

λ0B(i)
D(i)

(3-11)

∂ log L
∂θ

= − λ0∆0

(1 − θ)2
n∑
i=1

[( ti+m − ti
∆0

+ 1)1−θ − 1

− (1 − θ)( ti+m − ti
∆0

+ 1)1−θ ln( ti+m − ti
∆0

+ 1)]

−
n∑
i=1

λ0C(i)
D(i)

(3-12)

其中 B(i) = ∑
ti−m≤t j<ti

θ(ti−tj )
∆2

0
( ti−tj
∆0
+ 1)−θ−1 对于 i ≥ 2 和 B(1) = 0，且 C(i) =∑

ti−m≤t j<ti (
ti−tj
∆0
+ 1)−θ ln( ti−tj

∆0
+ 1) 对于 i ≥ 2 且 C(1) = 0。当 θ = 1 时，对应的

梯度可以很容易得到。在数值计算 θ = 1情况时，我们可以复用以上公式，只需要

给 θ 加一个很小的误差，比如 10−8。

对应确定的 m，我们求解如上带约束的优化问题的优化算法时 trust-region-

reflective algorithm [57]。我们通过枚举 m 的值来根据最大似然原则 [11] 挑出最优的

参数。为了实验的可重复性，我们开源了代码，参加章节 3.5。

3.3.4 模拟生成算法

我们通过 Inverse Method [56] (P260, Algorithm 7.4.III.) 设计了 LSMP 的模拟方

法，由于当 α > 1时 λ(t |Ht)不是有界的。Inverse Method的基本操作是通过求解等
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式 log u +
∫ t

tn
λ(s |Ht)ds = 0中的 t，其中 u是由均匀分布 U(0, 1)产生的。当 α ≤ 1

时，我们也可以通过采用 Ogata’s thining algorithm [58] 来得到加速的模拟过程。为

简明起见，我们在这里只给出 Inverse Method。我们开源了我们的代码，包括模拟

代码，详情参阅第 3.5节。

Input : Intensity function of LSMP

λ(t |Ht) = Φ∞(t |λ∞,∆∞, α) + Φ0(t |λ0,∆0, θ), total event number N

Output : {t1, ..., tN }
Set current number of events n = 1, and current time t = 0;

while n ≤ N do
Sample u ∼ Uni f orm([0, 1]) ;

Solve log u +
∫ x

t
λ(s |Ht)ds = 0 for x by Algorithm 2.;

t = t + x;

tn = t;

n = n + 1 ;

end
Algorithm 1:长短记忆随机过程 Long-Short-Memory Process (LSMP)的模拟

算法

Input : Equation F(x) = log u +
∫ x

tn
λ(s |Ht)ds

Output : x

Set ϵ = 10−8, x = tn − tn−1;

while |F(x)| ≤ ϵ do
x = x − F(x)

F′(x) ;

end
Algorithm 2: 牛顿迭代法

3.4 实验结果

在本节中，我们将通过大规模真实数据来评估 LSMP模型的有效性。我们在

第3.4.1小节介绍数据集，在第3.4.2小节中，我们从三个方面验证了真实数据集的

准确性。更重要的是，我们的模型可以应用于许多数据挖掘任务中。在第3.4.3小节
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中，通过分析建模参数，我们发现了经验增长动力学背后的统计规律。在第3.4.4中，

我们聚类了人社交连接增长的典型模式，并检测异常用户行为。

3.4.1 数据集

我们的实验是在微信上进行的。微信是中国最大的在线社交网络，截至 2018

年 6月 30日，每月活跃用户超过 10.58亿。我们收集了微信的历史数据，包括从

2011年 1月 21日（微信的发布日）开始完整记录的所有节点和链接数据，到 2013

年 1月 16日当注册用户达到 3亿。总共有 3亿注册用户和超过 4.75亿美元的好友

链接。我们的记录数据是 (u, tu)和 (u, v, tu,v)，其中 u 和 v 代表用户的 ID，tu，tu,v

分别是节点和社交链接建立的时间戳。为了获得足够的个人数据来研究每个人的

动态加好友行为，我们按度数排序并选择头 1百万用户（好友数 ≥ 143），并随机

选择此群体的 10%用于以下实验。我们可以访问的所有微信数据都是匿名的，并

遵守了其严格的隐私政策。

3.4.2 准确性

我们通过回答我们的 LSMP模型是否可以准确刻画每个人的真实动态加好友

过程。我们的实验验证了以下三个方面的准确性：一，增长形状，二，多尺度

IET分布，以及三， IET的相关性。

3.4.2.1 对比的基准模型

我们对比了以下四种最新的具有代表性的随机过程模型，其分布为：

1. 泊松过程（Poisson process，PP)），其有着常数强度函数 λ(t |Ht) = λ，产生随
机线性增长。

2. 指数核函数的 Hawkes 过程 (HWK-E)，其强度函数为 λ(t |Ht) = µ +∑
ti<t αe−β(t−ti ) [59]。

3. 幂律核函数的 Hawkes过程 (HWK-P)，其强度函数是 λ(t |Ht) = µ+
∑

ti<t α(t −
ti)−β [41]。HWK-P有着临界相变现象 [42]。

4. 自反馈过程（Self-feeding process，SFP）[53,55]，刻画了 IET间的Markovian关

联性。其强度函数是 λ(t |Ht) = 1
µ/e+τi。

3.4.2.2 增长形状的准确性

我们评价了对于每个人 i 真实数据 ni(t) = |{tj < t |tj ∈ Ht = (t1, ..., tni )}| 和模型
生成数据 ˆni(t) = |{t̂j < t |t̂j ∈ Ĥt = (t̂1, ..., ˆtni )}| 动态加好友过程的形状准确性。其
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图 3.2 在两种度量情况下，和比竞争对手相比，LSMP都更准确地拟合了真实数据。（a），
对累计事件数 ni(t)的平均均值误差（MAE）的中位数，即 M AEN (i)；（b），以及对 ni(t)
事件时刻 t 的平均均值误差的中位数，即 M AET (t)。

准确性由累积好友数的平均均值误差 M AEN (i) =
∑ni

j=1 |n(tj )− ˆn(tj ) |
ni

，以及加好友事件时

间的平均均值误差 M AET (i) =
∑ni

j=1 |tj−t̂j |
ni

刻画。对于每个人，我们计算 M AEN (i)和
M AET (i)，图3.2绘制了 ni(t)的MAE的中位数。

我们提出的 LSMP模型与基线模型相比，就所提出的两个度量指标而言，都

有着大幅度提升，更加准确地刻画了真实数据。平均而言，LSMP刻画 n(t)每个事
件时间 ti的平均误差为 10.3。相比之下，PP，HWK-E，HWK-P，SFP给出的 M AEN

分别为 LSMP的 1.8倍，3.1倍，4.9倍。类似的结果与事件时间 ti 的误差指标一

致：PP，HWK-E，HWK-P，SFP给出的 M AET 是 LSMP误差的 1.7倍，1.8倍，3.1

倍，18.7倍。最糟糕的结果是 SFP给出的，因为它可能会产生高估的 IET。HWK-P

给出了第二大误差，因为具有幂律核函数的 Hawkes 过程很容易处于超临界状态，

这会产生指数增长。PP和 HWK-E给出类似的结果，因为它们产生线性增长。

3.4.2.3 多尺度 IET分布的准确性

然后我们验证了 LSMP模型对随机动态增长过程的多尺度 IET分布的刻画效

果。我们比较每个人的动态加好友的 IET τi = {τ1, ..., τni } 和模型生成的对应 τ̂i =

{τ̂1, ..., τ̂ni }。通过假设检验 τi 和 τ̂i 是否来自同一个连续分布。双样本 Kolmogorov-
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表 3.2 模型刻画多尺度 IET分布的 KS-Test结果。我们的 LSMP很好地刻画了 IET的多
尺度分布。最好的结果由粗体标识。

KS-Test (Sig. α = 5%)

τ LSMP PP HWK-E HWK-P SFP

Pass Rate 87.1% 7.8% 62.9% 37.0% 2.4%
Error Statistic 0.098 0.256 0.134 0.162 0.291

log(τ) NetTide PP HWK-E HWK-P SFP

Pass Rate 87.1% 7.8% 62.9% 37.0% 2.4%
Error Statistic 0.098 0.256 0.134 0.162 0.291

Smirnov检验（KS -Test）适用于此标准的假设检验任务。拟合效果通过两个指标测

试：假设检验通过率（Pass Rate），和经验数据和拟合结果之间的差异程度（Error

Statistics）。

表 3.2 给出了 LSMP 和对比模型对真实数据拟合的平均通过率和误差统计指

标，我们设定假设检验的显著程度为 α = 5%。我们的模型在所有指标上都大幅度

好于对比模型：我们模型产生的随机过程以 87.1%的通过率刻画了真实数据，有

着 0.098 的平均误差。如果我们设定显著程度为 α = 1% 我们模型的通过率会增

加到 94.1%。我们还对对数转换的 IET log(τ)进行了同样的假设检验。我们得到的
log(τ)的结果与 τ的相同。

但是，所有对比的基准模型都无法很好的刻画多尺度 IET分布：

• PP 只能在长时间尺度上产生指数分布，在短时间尺度和中时间尺度都远远

偏离实际。

• HWK-E 在短时间尺度和长时间尺度展现出两种指数分布的混合，但是其忽

略了中等规模的长尾分布。

• HWK-H不能刻画短时间尺度的平台，即密集行为部分。

• SFP不能刻画短时间尺度的平台，并且在中时间尺度上也表现出较大的偏差。

3.4.2.4 多个 IET间关联性的准确性

进一步实验表明，我们的 LSMP模型很好的刻画了 IET序列的关联性。我们

通过二维版本的 Kolmogorov-Smirnov 测试（2D-KS-Test）[60] 来比较真实数据的联

合分布 p(τi, j, τi, j+1) 和模型产生的 p(τ̂i, j, τ̂i, j+1) 的差异。我们将显着性水平设置为
5%。表 3.3记录了 LSMP 和其他对比模型的平均通过率和误差统计量。我们的模

型再一次在两个指标上都显著地击败了所有对比模型。我们进一步研究了 2D-KS-

Test 的拟合优度在多大程度上受边际一维分布的影响。我们随机打乱了真实数据
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表 3.3 模型刻画多尺度 IET联合分布的 2D-KS-Test结果。我们的模型 LSMP很好地刻画
了 IET的二维联合分布，最好的结果由粗体标注。

2D-KS-Test (Sig. α = 5%)

τ NetTide PP HWK-E HWK-P SFP

Pass Rate 85.5% 7.9% 61.1% 34.1% 2.0%
Error Statistic 0.145 0.329 0.189 0.220 0.371

Shuffled τ NetTide PP HWK-E HWK-P SFP

Pass Rate 77.5% 7.9% 57.2% 27.3% 1.9%
Error Statistic 0.159 0.329 0.194 0.231 0.384

log(τ) NetTide PP HWK-E HWK-P SFP

Pass Rate 85.4% 6.7% 62.0% 34.0% 2.6%
Error Statistic 0.145 0.329 0.189 0.220 0.371

和模型拟合产生数据地 IET序列，然后再一次比较打乱顺序后的 ps(τ̂i, j′, τ̂i, j′+1)和
p(τ̂i, j, τ̂i, j+1)。我们发现 LSMP得到最大的通过率 77.5%（如表 3.3的第二个面板所

示），说明我们的模型对一维边缘分布的刻画优势。更重要的是，由于很好的刻画

了 IET之间相关性的表征，LSMP还有额外 8%（= 85.5%− 77.5%）的增加。对数

转换的 IET log(τ)的相同实验中，我们得出相同的结论。
综上所述，只有我们的 LSMP模型准确地拟合了真实随机增长曲线的形状，多

尺度 IET分布，和 IET的联合分布。

3.4.3 参数分析之社交规律发现

LSMP模型的一个优点是所有建模参数都具有明确的物理意义。在本节中，我

们通过参数分析找到了真实加好友模式背后的统计规律。据我们所知，这是对人

类微观加好友行为的首次数据驱动的验证，例如对 α 和 θ 的研究是第一次实证研

究。

图3.3绘制了真实微信数据驱动的LSMP六个参数的分布。我们通过Levenberg-

Marquardt算法 [61]拟合每个参数的分布，并用以置信区间 95%报告它们的系数值。

我们得到以下人们长期加好友行为的发现：

非线性幂律增长的复杂性和异质性。图3.3 a绘制了幂律增长的幂指数 α的分

布，我们发现它是三个子分布构成的混合分布，具有如下复杂性：

• 第一个子分布：偏正态分布（skewed normal distribution，µ = 0.70，σ = 0.57，

s = 2.6）接近 1，其中 µ是平均位置，σ是标准偏差和 s是偏斜度。位置值表示
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

图 3.3 社交行为参数分布。短期记忆参数：(a) α，(b) λ∞，(c) ∆∞；长期记忆参数：(d) θ，
(e) λ0，(f) ∆0。不同颜色代表不同子类，相同的颜色代表相同的子类。整体分布以黑线标
志。每个簇的拟合曲线用彩色线表示。

平均而言用户加好友的动力学过程呈现减速幂律增长，幂律指数为 α ∼ t0.7。

正偏度值表明存在大量线性增长（α = 1）和加速幂律增长（α > 1）。相对
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较大的方差意味着人们长期加好友动态模式的异质性。此外，这些微观层面

的研究结果与我们之前的发现一致 [3]，即在宏观层面上节点随着时间的推移

按照 n(t) ∼ t2.15 增长，社交链接随时间 e(t) ∼ t3 增长，因此平均好友数按照
e(t)
n(t) ∼ t0.85增长。

• 第二个子分布：正态分布（normal distribution，µ = 1.9，σ = 0.077）接近 2，

意味着存在一些具有较大幂律指数的用户，其上限接近 ≈ 2。这种约束的原

因可能源于这样的事实：在社交网络中要链接的最大链接数量与到目前为止

的节点数量的平方成比例。

• 第三个子分布：指数分布（exponential distribution，α ∝ e−39.4x）接近 0，表明

该区域的动态增长过程在长期显著减速。有限的好友数，源于个人好友圈的

迅速饱和，或是用户的退出。

长尺度加好友速率遵循混合 Log-normal分布。人们平均一个星期加一个好友！

图 3.3 b绘制了长尺度加好友速率 λ∞ 的分布图，我们发现了一个混合了四个 Log-

normal 子分布的混合模型，其横跨超过 8 个数量级，范围从 1 /秒（模式四），1

/小时（模式三），1 /周（模式二）到 1 /年（模式一），对应模式如图 3.3 b 所示。

大部分的人们长期加好友速率处于模式一，最好的 log-norm拟合结果为（log(λ∞),
µ = −5.80, σ = 1.11），表明人们以平均而言每 7.3天的周期添加一个朋友。模式二

（µ = −3.65, σ = 1.04)）中较 de小 λ∞ 意味着在初始生命周期内的很长一段时间没

有加好友。而在模式三（µ = −0.97, σ = 0.37）和模式四（µ = −0.97，σ = 0.37）

拥有较大的 λ∞，意味着在最初的生命周期中发生了爆发式的密集行为。我们将在

下一小节中讨论 λ∞和 α之间的相互关系及其含义。

长期加好友的时间尺度是 4天。图3.3 c描绘了 ∆∞的分布。它被 Skewed Log-

norma分布（µ = 5.55, σ = 0.17, s = −12.00）很好的拟合，表明人们加好友的典型

时间尺度是 4天（= 10µ 秒）。其社会学含义为，比如，当你星期一开始一份新工

作后，并逐渐与你的同事建立一系列好友关系，直到星期五告一段落了，正好是

四天后！

在短时间尺度内，人们动态加好友的规律为：

高斯混合模型的衰减指数。图3.3 d绘制了短期记忆核函数的衰减指数 θ，它

遵循两种模式的高斯混合分布：模式一（µ = 0.79, σ = 0.080）和模式二（µ = 1.02,

σ = 0.32）。模式 2 中 θ = 1 的情况符合优先级队列模型的预测 [44]，表明幂律衰

减（参见引理3.2）。但是我们发现 θ = 1只是一种临界态，θ , 1为更为一般的情

况。我们发现只有在临界状态 θ = 1下才是幂律衰减，而非临界态，θ , 1下是拉

伸的指数衰减幂指数衰减（stretched exponential decay）。特别是我们发现对于模式

55



第 3章 微观社交网络演化规律发现和建模

1，其平均值为 0.79，表明 IET分布更加长尾。

双峰的短期增长速率。 图3.3 e 绘制了短期增长率 λ0 的分布，其遵循双峰分

布，其中偏斜的对数正态分布（skewed log-normal distribution，µ = 2.68, σ = 0.88,

s = −5.63）很好的拟合了模式一，而对数正态分布（log-normal distribution，µ =

−2.16, σ = 0.56）很好的拟合了模式二。分离的两种模式清晰地展示了人们加好友

行为在短期 IET分布上的两个子类，我们将在下一小节详细讨论这些子类。

短期内时间尺度呈双峰分布，加朋友最快仅需 6秒。图3.3 f绘制了短期时间

尺度 ∆0 的分布情况，其也是遵循双峰分布。模式 2 很好的由对数正态分布（log-

normal distribution，µ = 0.81，σ = 0.51）刻画，其平均值为 6秒，表明 IET分布

的短时间尺度下快速操作和中时间尺度下长尾模式之间的临界时间。实际上，微

信提供了多种方法来添加朋友，例如“摇一摇”。通过摇动移动电话，用户可以添

加同时摇动的陌生人，从而构建随机链接。模式一遵循对数正态分布（log-normal

distribution，µ = −6.03，σ = 1.3），平均值为 10−5.77 （∼ 0）秒，表明这个子类中

的用户的 IET分布只包括中时间尺度和长时间尺度（图 3.1 d）。此外，我们发现这

三个短期参数之间存在很强的相关性：∆0分布模式一中的人口对应于 λ0分布模式

一中的较大的 λ0值，以及 θ 分布模式一中的 0.79衰减指数部分。

3.4.4 动态社交行为聚类及异常检测

我们在模型参数的高维联合分布中进一步聚类人们加好友的行为模型。

由于我们数据中（偏斜/对数）正态分布的普遍存在，我们将高斯混合模型应

用于长期记忆参数空间 (α, λ∞,∆∞)和短期参数空间 (θ, λ0,∆0)，发现如图 3.3所示的

子类/簇。具有不同颜色的柱状图表示不同的子类，而不同边缘分布图中的相同颜

色表示相同的簇的不同侧面。我们进一步在高维参数空间进行聚类模式 [62]，如图

3.4和图 3.5中的联合分布所示。这些联合分布可以找到人们加好友长期和短期的

不同模式。

长期增长模式。图 3.4描绘了我们将人们加好友行为投影到 LSMP所刻画长

期行为参数（λ∞, α）空间，并且我们发现了正如我们 LSMP所预测的三个主要的

加好友行为模式：

• 线性增长。线性增长位于 α = 1区域附近，由 Cluster1模式附近的人口组成。

α = 1具有线性增长，如图3.4 c所示。

• 加速幂律增长。 加速幂律增长在 α > 1 区域内，包含 Cluster1 的上半部分，

以及 Cluster2中的二次动态增长区域。二次增长（α = 2）是加速幂律增长的

特例，如图3.4 b所示。
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图 3.4 长期加好友的动态增长行为聚类。(a)在对数-线性坐标系下长期加好友速率 λ∞和
幂律增长指数 α 的联合分布。其对应的一维边缘分布如图 3.3。不同子类中的样例在 b-g
图中展示。

(a) (b)

图 3.5 短期加好友的记忆行为聚类。（a）在线性-对数坐标系下短期记忆衰减指数 θ和短
期时间尺度 δ0的联合分布。插图刻画了在子类 1和 2中典型的连个用户的 IET分布。（b）
短期记忆衰减指数 θ 和长期幂律增长指数 α在线性-线性坐标系下的联合分布。
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• 减速幂律增长。减速幂律增长位于 α < 1的范围内，由 Cluster1的下半部分

（3.4d的一个实例）和 Cluster3a和 3b组成。图3.4 e和 f分别在 Cluster3a和

Cluster3b中绘制两个实例。沿着 λ∞ 轴，Cluster3a在初始时间表现出很大的

延迟，然后在小 λ∞ 值区域之后减小幂律增长，而 Cluster3b子 λ∞ 值较大的

区域，先是初始突发，然后是减速幂律增长。

短期增长模式。 图3.5 a 绘制了短期记忆参数空间（θ, ∆0）- 的联合分布图。

我们发现短期动态的两种模式是由它们是否在 IET分布中显示短尺度而分开，如

图3.5 a的插图所示。

长期增长模式和短期增长模式之间的关联。我们进一步研究了长期记忆参数

和短期记忆参数之间的相关性。图3.5 b描绘了短期记忆核函数衰减指数 θ 和长期

幂律增长指数 α 的联合分布。我们发现大多数动态行为（在 Cluster1中）就 θ 而

言显示出很大的方差，这意味着长期记忆和短期记忆之间的相关性相对较小。

异常检测。另外，我们在参数空间中展示了一个异常检测应用。通过检查 λ∞

和 α的联合分布，我们进一步找到了异常值。图3.4 g绘制了在异常点云中的一个

增长实例，具有长时间休假和突然的大爆发增长。这个用户在第一个 1.3 年内几

乎没有任何行为动作，然后他/她在几分钟内增加了 50个朋友。我们发现基线根本

无法捕捉到这些现象，但我们的 LSMP甚至在某种程度上很好的刻画这个异常值。

此外，简约的特征维度和清晰的物理意义有助于为未来的工作设计更精细的异常

值检测方法。

3.5 结论

在本文中，我们研究了复杂社交系统微信中微观个人加好友行为的随机动态

过程。我们发现，对于人们好友数随时间增长曲线，在长期呈现随机非线性幂律

增长，在短期呈现爆发式增长。我们进一步发现，平均效应可以解释幂律增长，多

尺度效应以及相关效应可以解释爆发式增长。基于这些机制，我们提出长短记忆

随机过程 LSMP，来刻画每个人加好友随机过程的动力学特性。我们的 LSMP 是

一个统一的但简约的模型，它可以准确地刻画异构的用户行为，并全面地解释微

观用户社交连接的增长动态过程。综上所示，我们的主要贡献归纳如下：

• 全新的发现：我们在微观层面分析了真实社交网络中个人用户加好友的动态

过程，我们发现人们好友数随时间增长曲线在长期呈现随机非线性幂律增长

（stochastic power-law growth），在短期呈现随机爆发式增长（bursty growth）。

我们进一步发现了三个机制，即平均效应（average effect），多尺度效应（multi-

scale effect）和相关效应（correlation effect）来解释幂律增长和爆发性增长。
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• 全新的随机过程 LSMP： 我们提出了一个随机过程模型来刻画上述发现。

LSMP是简约的，所有参数都有明确的物理意义。

• 准确性：我们在真实社交网络中验证了我么的模型。我们的 LSMP模型可以

准确地刻画真实的随机增长模式。

• 实用性: 我们的 LSMP 模型进一步加深了对人们社交动态行为的深刻理解，

它可以应用有模式发现如聚类，异常检测，行为预测等等应用。并且它是一

个全新的随机过程，有理论研究价值。为了保证实验的可重复性，我们开源

了所有实验代码，见网址：https://github.com/calvin-zcx/LSMP。

局限性和未来的工作。我们观察到的复杂的个体社交行为背后的社会学机制

需要进一步研究。由于生长现象无处不在，我们的模型是否可以应用于其他系统

的动力学增长也是一个有趣的问题，从线虫 C.elegans [63]的连接增长到公司企业的

成长等等。
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模式生成（Pattern formation）是自然界中一种无处不在的现象，它描述了自

组织系统产生有规律输出模式的过程。无论是在线社交网络或是物理社会中，社

交互动行为模式主要由信息流驱动。尽管越来越多的研究旨在了解信息流的传播

机制，但对于这些传播模式的几何形状以及它们在传播过程中是如何形成的却知

之甚少。在本文中，通过探索从大规模在线社交媒体数据集中提取的 4.32亿个信

息流模式，我们在一个三维度量空间发现信息流传播结构的复杂几何特性。相比

之下，对信息流传播结构的几何模式的现有理解仅限于扇形展开（fanning-out）或

狭窄的树状（narrow tree-like）的几何形状。我们发现了控制复杂信息流复杂几何

模式生成的三个关键因素。之后，我们提出了一个包含这些因素的随机过程模型，

证明它可以成功复现真实信息流传播模式中发现的复杂几何形状。我们的发现为

信息流的微观机制提供了理论基础，其可能的应用包括对信息的预测，控制，舆

情分析和政策决策等等。

4.1 引言

模式生成（Pattern formation）是自然界中普遍存在的现象 [64,65]，例如物理研

究 [66–69]，生物学研究 [70,71]，化学反应 [72]，和社交行为 [73–77]等等。在过去的几年中，

很多科学研究工作致力于研究和建模物理世界中个人社交行为的信息流 [78,79] ，和

在线社交网络中的信息传播 [80,81]，旨在理解信息在社交系统中流动的机制。然而，

人们对信息传播过程中形成的结构的几何模式知之甚少 [3,31,82–86]。现有模型如传染

病模型（epidemic models）[87–90]和分支过程模型（branching process）[91–93]易于产生

扇形（或称作星形）模式（图 4.1C和 D）。然而，现实世界的模式似乎更复杂。例

如，Liben-Nowell和 Kleinberg在互联网连锁信（chain letter）数据 [78] 中发现了一

种具有狭窄且深层的树结构模式。这些发现提出了许多重要问题：复杂的传播模

式可以在多大程度上形成？以及控制复杂模式形成的潜在机制是什么？回答这些

问题不仅增强了我们对传播模式形成的理解，而且提供了预测信息流的计算工具，

可能导致应用于新技术的传播 [3,94–96]以及公众舆论的形成 [97–100]。

由于缺乏真实的大规模记录信息流传播结构的数据集，对信息流模式几何复

杂性的研究还很缺乏。实际上，大多数研究的数据集通常缺乏显示的跟踪信息流

从何而来的信息。例如，Twitter数据集不会为每条推文提供明确的“转发”标记，

从而难以推断出适当的信息流方向 [101,102]。在本文中，我们探索了一个大规模的社
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交媒体数据集，其中包括 7天内用户中的 1.01亿用户和 4.32亿信息级联传播。当

前数据跟踪创建或转发帖子时的所有步骤，是解决上述问题的最准确数据集之一。

值得注意的是，我们从现实世界的扩散模式中发现了复杂的几何图形（图 4.1A），

揭示了信息流模式形成过程中出现的复杂性。接下来，我们将介绍三个关键指标

来表征模式的几何特性，发现现有模型与真实数据之间的系统性的差异。最后，我

们发现了三种新的机制来控制信息流的模式形成，从而形成一个随机过程模型，成

功地捕捉了现实世界中观察到的复杂的几何模式。

Empirical Data Minimal Model

Epidemic model

A B

D

C

Branching process

图 4.1 真实信息流传播数据和不同模型产生的模式。（A）二十个真实信息传播模式，每
个大小为 100 ± 3，代表从中心节点（以绿色着色）开始的信息级联传播。节点和链接分
别代表用户和转发。不同的颜色对应不同的社区组 [103]。（B-D）分别由：（B）我们所提
出的模型（C）流行病模型和（D）分支过程模型产生的具有相同大小的信息传播模式。

4.2 结果

4.2.1 量化信息流模式的几何特性

为了量化信息流模式的几何特性，我们使用三个代表性指标：

• 质量（mass） n刻画了参与一个信息传播的人数；
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• 极性（polarity） v衡量了信息流在多大程度上是方向相关联的，这意味着不

同方向的不同传播趋势，其由所有受感染个体之间的最短距离的方差刻画；

• 延伸性（outreach） d 刻画了信息流可以传播的最远距离。

我们所提出的度量（n，v，d）提供了一个三维度量空间来刻画信息流传播的几何

模式，其空间的不同位置对应于图 4.1A中所示的真实信息流图案的不同几何形状。

例如，观察到的具有窄且深结构的大的信息流传播模式对应于大的 n，v 和 d 值。

实际上，一条完美的链式传播模式拥有极性值 v ∼ O(n2)和延伸性 d ∼ O(n)，而完
美的星形模式拥有 v ∼ O(1)和 d ∼ O(1)其和其质量 n无关（参见支持材料 SI，S1：

Polarity度量）。图 4.2A-C列举了由几何模式空间表示的所有典型几何形状。

我们测量了数据集中观察到的 4.32亿个传播模式的 n，v和 d，并绘制 n与 v，

n与 d，d与 v的联合概率密度分布图，分别如图 4.2D-F所示。我们发现大多数传

播模式属于具有小 n，v 和 d 值的区域，表明绝大多数传播模式都有着星形模式。

我们还观察到存在大质量模式（即 n > 100），这意味着扩散模式的质量分布的胖

尾性质。此外，这些模式的极性 v和延伸性 d在很大范围内变化，揭示了现实世界

中信息流几何模式的丰富性和复杂性。例如，图 4.2D-F显示了中等大小（n ∼ 100）

模式的大 v 和 d 值，表明这些模式的几何形状最复杂，而最大的或最小的模式相

对简单。我们还在图 4.2F中发现极性和外展正相关，但这两个指标之间存在很大

的方差。

4.2.2 现有模型

目前对信息流建模的框架主要分为两类：

• 传染病模型（Epidemic model）[90,104–106]将信息流的传播视为个体之间的传染

过程。简单传染病模型（Simple-contagion models）[83,87,90,107]通常假设社交边

上的独立的传播，而复杂传染模型（complex contagion models）[102,108,109]考虑

到易感染个体可能同时从多个受感染的邻居获得感染暴露的可能性；

• 分支随机过程（the branching process）假设每个人将消息转发给一组“后代”

邻居，其中受感染后代大小是从预定的概率分布中随机采样的 [92,93,110]。

为了证明现有模型与真实数据之间的差异，我们分别用分支过程模型 [92,93]

和两个传染病模型 [86,107,111]，即 Susceptible-Infected-Susceptible (SIS) 模型和

Susceptible-Infected-Recovered (SIR) 模型对真实数据进行数值模拟。我们采用最

大似然估计 [110,111] 来从真实数据中学习估计出最可能的建模参数，之后生成 4.32

亿个信息级联传播，每个信息级联传播从真实数据观察到的相应原始发帖者开始

模拟。图 4.1C和 D分别绘制了由流行病模型和分支过程模型产生的扩散模式。与
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图 4.2 通过三维度量空间量化信息流传播模式的几何特性。真实信息流传播几何结构的
（A）质量与极性，（B）质量与延伸性，和（C）延伸性与极性的二维联合分布。其中不同角
落处的图案示出了对应度量值的典型几何形状。（D-F）热度图是真实 432, 101, 384个信息
级联传播数据所绘制的二维概率密度函数（对数变换的数值）。（G-I）是我们提出模型所
产生的信息传播模式，（J-L）是现有 SIS模型产生的信息流传播模式，（M-O）是现有分
支过程模型产生的信息流传播模式。所有模型都产生与经验数据集相同的信息级联个数，
其中建模参数通过实际数据的最大似然估计（更多细节参见 SI，S3：模型参数）。
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图 4.3 控制信息流传播的三个要素。（A）异质性。对数分布图上的影响分布，证明了整
个用户群的异质性。插图描绘了对不同角色（即原始发布者与转发用户）的影响的热图，
其中颜色代表概率密度值。（B）假设检验来测试信息传播的集体效应。我们的零假设是
用户间传播没有集体效应，而柱状图显示了拥有不同粉丝的用户的零假设拒绝比例，我们
采用双样本 Kolmogorov-Smirnov检验设置了 5%显着性水平。（C）重复出现次数 m的分
布，用于衡量用户在单个信息传播中发布的消息数量，显示具有幂律指数 γ = 3.53 ± 0.34
的胖尾分布，其中虚线绘制了没有记忆效应的零模型的结构，因此是窄尾的。

真实数据中展现的丰富的传播模式不同，现有模型只能产生简单的星形模式。为

了进一步量化差异，我们测量了生成的信息传播模式的几何特性的质量，极性和

延伸性的值。图 4.2J-O绘制了这些三维度量的联合分布图。我们发现，与真实数

据不同，两种模型的极性值都小于 10，且质量相关性很弱（图 4.2J和M），这意味

着这些模型只能生成简单的模式。类似地，我们还观察到，对于两种模型，延伸性

值都非常小，并且延伸性和质量之间的相关性非常弱，尽管分支过程可能存在一

些轻微的相关性（图 4.2K和 N）。然而，对于两种模型，极性和延伸性显示出强烈

的正相关性（图 4.2L和 O）与真实数据（图 4.2F）形成鲜明对比。

4.2.3 机制

现有模型刻画真实数据的失败意味着存在未知的信息流的模式形成机制，而

这些模型不能刻画这些机制。实际上，我们发现控制信息流复杂模式形成有三个

基本机制：

• 异质性（Inhomogeneity）。在现实世界中，不同个体具有明显不同的感染他

人的能力。例如，具有较多好友数的个体通常比拥有较少好友数的人能感染

更多的邻居。为了量化个体传播影响力之间的差异，我们测量了每个用户 i

在所有其参与的信息级联传播中感染的邻居数量，即后代大小 bi。用户 i所

参与的所有信息级联传播的平均后代大小 ⟨bi⟩ 表征了单个 i 的传播影响力。

图 4.3A描绘了用户影响 ⟨b⟩遵循胖尾分布，证明个体具有高度不均匀的感染
他人的能力。此外，个人在信息传播中扮演着不同的角色。例如，微博用户

既可以作为启动级联的原始发帖者，也可以作为转发来自其他人的信息的转
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图 4.4 模型评价。 三个度量（A）质量（mass），（B）极性（polarity）和（C）延伸性
（outreach）的分布，分别由我们的模型模型（红色实线），SIS模型（黑色虚线曲线）和分
支过程（黑色虚线曲线）产生。而真实数据分布用（圆圈）标注。

发者。为了量化这一点，我们分别衡量每个人作为原始发布者的影响力 ⟨b⟩p，
和作为转发者的影响力 ⟨b⟩r。图 4.3A插图描绘了 ⟨b⟩p 与 ⟨b⟩r 的联合概率分
布图，表明尽管这两个量之间存在正相关，但它们之间存在很大的差异。上

述量化证据支持了信息传播中异质性的观测。

• 集体性（Collectiveness）。现有的模型，如 SIS模型和 SIR模型，假设传播过程

独立地发生在每对个体上。但是，我们观察到传播过程经常集体发生的证据，

即一组用户可能同时被感染，导致长尾后代数（offspring size distribution）大

小分布（参见 SI，图 S1）。相反，SIS和 SIR模型给出的后代大小遵循二项式

分布。我们对每个真实个体传播后代大小分布 p(b)采用双样本 Kolmogorov-

Smirnov 检验来假设检验零模型产生的 1 二项分布与真实数据之间的差异。

图 4.3B绘制了零假设的拒绝率，即 p(b)不遵循二项分布的概率随着用户好
友数 k 的变化。我们发现拒绝率随着 k 增大而增加，表明具有较多好友的节

点具有较强的集体效应。例如，超过 66%好友数超过 1000的用户拒绝了零

假设，而对于好友数超过 10, 000的用户其拒绝率增加到 94%以上。

• 记忆性（Memory）。个体的传播行为在很大程度上取决于他/她的历史行为，

导致信息流之间的长期时间相关性。为了捕获每个单独级别的记忆效应，我

们测量每个个体出现在一个级联传播中的重复次数m的分布，并绘制图 4.3C

中所有信息级联传播中个体重复出现次数分布 p(m)。我们发现 p(m)遵循一
个长尾的分布。相比之下，诸如 SIS模型之类的无记忆模型显示出窄尾分布。

例如，我们观察到一个用户在同一个信息级联传播中出现超过 300次，而无

记忆模型仅预测复发时间少于 3次。
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4.2.4 我们的模型

在这里，我们提出了一个包含上述三种观察机制的随机过程模型：

1. 从单个节点开始，作为原始发布者的 i 发布了一条信息，然后其后代节点因

受该发布而可能被感染。

2. 从个体 i的分布 pi中随机采样确定之后被感染的邻居数量 b，其中 pi是预先

确定的建模原始发帖者 i传播影响力的参数。

3. 从节点 i 的邻居中随机选择 b 个邻居节点。选择邻居 j 的概率与 wi jm 成比

例，其中 m 表示单个 j 的重现次数。我们假设选择概率可以被分解为乘积

wi, j,m = qi, j × αj,m，其中建模参数 qi, j 捕获对 i和 j 的感染率的异质性，而参

数 αj,m捕获记忆效应。在每个步骤中有一组节点被感染，这自然地刻画了集

体效应。

4. 对新感染的节点重复步骤 2和 3，直到没有节点被进一步感染。请注意，我

们使用 ri 作为转发用户的后代大小分布，而不是使用表示初始发帖者的 pi。

所有的参数 (pi, ri, qi, j, αj,m)是通过从真实数据的最大似然估计得到 (参考 SI, S3: 模

型参数)。图 4.1B描绘了由我们模型生成的信息传播模式，显示了与真实数据模式

的很好的一致性，如图 4.1A所示。

为了量化地比较我们的模型与真实数据，我们对真实社交网络上的信息传播

进行了大量模拟（参见 SI，S4：基础社会网络），其中传播动态过程由我们所提出

的模型确定。我们从如下三个度量测量如下信息传播模式，即质量，极性和延伸

性。图 4.4A分别绘制了真实数据，我们模型的结构，传染病模型和分支过程模型

的质量分布，发现我们的模型和分支过程都很好地符合真实数据的质量分布，而

传染病模型无法捕获分布的肥胖性质。图 4.4B描绘了经验数据和所有模型的极性

分布。我们的模型根据经验观察预测长尾分布。然而，先前的模型仅产生有限的

极性值。类似地，图 4.4C中所示的延伸性分布也表明我们的模型与真实数据之间

的良好一致性，而现有模型不能产生大的延伸性模式。

此外，我们的模型不仅很好地刻画了这些指标的概率分布，还捕获它们的联

合分布。图 4.2G-I分别绘制了我们模型的质量与极性，质量与延伸性，以及延伸

性与极性的联合密度分布。我们再次发现真实模式与我们提出的模型之间的完美

契合。相反，虽然分支过程正确地预测了经验质量分布，但它无法捕捉质量与其

他指标（极性和延伸性）之间的基本相关性。
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4.3 讨论

综上所述，通过探索由 4.32亿个信息级联传播组成的大规模真实信息流数据

集，我们观察到复杂的在三维度量空间为特征的信息流模式，发现真实数据与传

统传染病模型和分支模型的产生的结果存在系统的偏差。我们发现了三个机制，即

异质性（inhomogeneity），集体性（collectiveness）和记忆效应（memory），它们

控制着信息流的模式形成。最后，我们提出了一个包含这些成分的随机过程模型，

可以重现现实世界中出现的复杂信息流模式。随着我们对信息流机制的理解随着

越来越详细的数据的出现而加深，我们对三个基本成分的发现和所提出的模型为

未来机制理解信息流模式形成提供了可能的基础。我们的模型可用于验证广泛的

传播机制和现象，并可应用于营销，控制和推广方案。

4.4 数据集

我们从腾讯微博平台 1O [8]，收集了信息流数据，该数据详细记录了每个人创建

或转发帖子时每个人活动的全部信息。我们的社交网络由观察到的转发活动（SI，

S4：基础社交网络）重建（跟随者 -跟随者网络）。信息级联传播数据由从原始帖

子开始并在关注者之间转发的信息传播来构建的。该数据覆盖 2012年 6月 20日

至 2012年 6月 26日期间 7天内的 563,331,392条信息记录，101,802,707个用户，

并构成了 432,101,384个信息级联传播。

4.5 支持材料

本小节为正文内容的补充支持材料（Supporting Information，SI）：

4.5.1 极性度量

极性（Polarity）v测量信息流何种程度上是方向相关的，意味着沿着不同方向

的不同传播趋势，其由一个信息级联传播中任意两个个体间的最短距离的方差刻

画。完美的星形图案（star pattern）和完美的链条图案（chain pattern）在极性方面

是两个极端。质量 n，Sn的完美星型由一个中心节点和 n − 1个卫星节点组成。任

意两个节点之间的最短路径长度（l）分为两类：
(n−1

2

)
个长度为 2的卫星节点到卫

星节点对，和
(n−1

1

)
个长度为 1的卫星到中心节点对。

1O t.qq.com
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所有，一个星型图案的极性计算公式如下：

v(Sn) =
(2−µ)2(n−1

2 )+(1−µ)2(n−1
1 )

n−1 = 1 − 2
n

(4-1)

其中 µ是在无向图中任意两个节点距离的平均值，计算公式如下：

µ(Sn) =
2(n−1

2 )+1(n−1
1 )

(n2 )
= 2 − 2

n
. (4-2)

对于有 n个节点的链型（chain)，记为 Cn，其中有 n − 1个距离为 1的节点对，

n − 2个距离为 2的节点对，...，1个距离为 n − 1的节点对。为了求得 v(Cn)，我们
引入辅助函数标记：

A(n) = 1(n − 1) + 2(n − 2) + ... + (n − 1)1 (4-3)

B(n) = 12(n − 1) + 22(n − 2) + ... + (n − 1)21 (4-4)

其中 A(0) = B(0) = 0和 A(1) = B(1) = 1。A(n)和 B(n)可以被写成递归的形式：

A(n) =A(n − 1) + (n − 1) + ... + 1

=A(n − 1) + (n − 1)n
2

(4-5)

和

B(n) =B(n − 1) + (n − 1)2 + ... + 12

=B(n − 1) + (n − 1)n(2n − 1)
6

(4-6)

通过求解以上两个等式，我们得到：

A(n) = n(n2−1)
6 (4-7)

B(n) = n2(n2−1)
12 (4-8)

因此得到：

µ(Cn) =
A(n)(n

2

) = n + 1
3

(4-9)
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v(Cn) =
B(n)(n

2

) − µ(Cn)2 =
n2 − n − 2

18
(4-10)

实际上，完美的链模式Cn有着极性 v ∼ O(n2)，而完美的星形模式 Sn有着 v ∼ O(1)，
其独立于其质量 n。

4.5.2 后代大小分布

后代大小分布（Offspring size distribution）。
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图 4.5 双对数坐标系下的后代大小分布。

我们测量每个用户的感染邻居的数量，即每个级联中的后代大小 b。通过汇总

4.32亿个真实信息级联传播，我们得出后代大小分布 p(b)，如图4.5所示。后代大

小分布的胖尾性质意味着存在大量用户被集体地感染。例如，虽然平均后代大小

为 0.19，但可以一次性被集体地感染的用户可以超过 106。

4.5.3 模型参数估计

这里我们展示了估计我们模型参数的方法。我们首先估计用户 i的后代大小分

布 pi(b)和 ri(b)，其为当他/她分别作为原始发帖者和转发者时的情形。定义 f p
i (b)

（ f ri (b)）是用户 i作为原始发帖者（转发者）的信息级联的数量，在一个信息级联

中其后代大小为 b，pi(b)（ri(b)）为当用户用户 i作为原始发帖者（转发者）时感

染 b哥后代的概率。所有，对于作为原始发帖者的似然函数是:

Lp
i (b) =

∏
b

pi(b) f
p
i (b), (4-11)
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其对应的对数似然函数为：

ln Lp
i (b) =

∑
b

f p
i (b) ln pi(b). (4-12)

为了最大化受约束
∑
b

pi(b) = 1的对数似然函数，我们使用拉格朗日系数：

Λ(b, i, λ) =
∑
b

f p
i (b) ln pi(b) + λ(

∑
b

pi(b) − 1). (4-13)

我们要求

∂Λ

∂pi(b)
=

f p
i (b)
pi(b)

+ λ = 0 (4-14)

并且得到

λ = −
∑
b

f p
i (b) (4-15a)

pi(b) = −
f p
i (b)
λ

(4-15b)

最后，pi(b)的最大似然估计（maximum likelihood estimation，MLE）值是当用户 i

作为原始发帖者时有着 b个后代的比例：

ˆpi(b) =
f p
i (b)∑

b

f p
i (b)

. (4-16)

此外，ri(b)的推导过程和 pi(b)类似。所有，ri(b)的最大似然估计值为：

ˆri(b) =
f ri (b)∑

b

f ri (b)
. (4-17)

用户 i和用户 j之间的成对感染概率，由 qi, j 表示，由 fi, j 与 fi的比率得出，其

中 fi, j 是用户 j 转发用户 i的微博的总次数， fi 是 i发布或转发微博的次数：

qi, j =
fi, j
fi

(4-18)

70



第 4章 信息流在网络中传播的复杂模式生成

记忆系数 αi,m正比于 ci,m与 ci 的比率，其中 ci 是用户 i参与的信息级联个数，

而 ci,m是用户 i m次参与的信息级联数：

αi,m ∝ ci,m
ci

(4-19)

4.5.4 社交网络构建
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图 4.6 社交网络的度分布。对数 -对数坐标系下，虚线具有斜率-2.0。

我们从信息流记录中重建底层社交网络。只有在两个人之间存在传播记录时，

我们才会在两个人之间建立连接。例如，只有当有一条信息从用户 i传播到用户 j

时， j 才会被添加到 i的可能后代集合中。以这种方式，捕获任何两个个体之间的

定向关系。总的来说，我们为参与我们的经验数据集的所有 101,802,707个用户建

立了后代集。为了表征网络的连通性，我们测量每个人的度数 k，即子孙的数量。

图4.6绘制了底层社交网络的度分布图，显示虽然平均度数为 0.6，但非常大的节点

（例如，k > 107）的存在，意味着度分布的长尾性质。
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第 5章 分布函数的动力学起源定理

许多科学研究都遵循如下模式：从对一个系统在特定时刻下的断面状态观察

数据（cross-sectional states）来推断其动力学演化机制（dynamics）。但是，正式且

系统地构建和学习出它们之间关系的研究却少之又少。在本文中，我们将复杂的

截面状态观测数据视为由具有随机均匀输入信号的确定动态系统生成。我们构造

了了概率分布函数与其动力学生成系统之间的一个等价关系，然后开发了一个框

架来从截面状态分布，或截面样本数据中，推断其动力学生成机制。通过这样的

框架，我们能够从各种分布函数中发现新的动力学生成机制，而且可以从各种动

力学生成机制中发现新的概率分布函数。我们通过合成数据和真实数据验证了我

们的框架。实验结果表明，我们的框架能够准确地发现和刻画各种数据分布的动

力学生成过程。我们的研究有助于发现现实世界中复杂宏观截面现象的未知微观

动力学演化机制。

5.1 引言

许多自然法则都有着微观的动力学起源，但是，大多数情况下我们只能在某个

特定时间点观察到关于自然现象的宏观截面状态数据。从断面状态数据中推测其

动力学演化机制是许多领域共同的研究目标，包括生物 [112]，物理 [35]，社会科学 [113]

和计算机科学 [114]等等。例如，Barab á si和Albert [2]从复杂网络节点链接数（度）的

幂律度分布推断出无标度网络演化的动力学机制。Yoshida等人 [115] 从物种的横截

面丰度数据推断出生态系统的动力学演化过程。Sinatra等人 [116] 和Wang等人 [117]

从科学家论文的引文分布推断出控制学者科学影响的动力学演化机制。Oliveira和

Barabási [36] 从达尔文和爱因斯坦的通信事件间的时间分布（或从在线合作 [118] 事

件间时间分布）推断出人类行为的动态决策过程。Pierson等人 [119] 从病人的横断

面记录中推断出疾病随时间发展过程。在这些情况下，我们通常无法跟踪数百万

年复杂系统（例如，生态系统）的演化轨迹。在某些情况下，随时间获取纵向演化

数据也极其困难（例如，在医疗保健中 [119]）。因此，如何从对一个复杂系统截面状

态观察中推断其随时间演化的动力学过程，是一个至关重要却极具挑战性的问题。

关于理解观测数据背后的复杂系统的动力学过程的研究大多是个案分析的。

据我们所知，没有工作试图推导出一般理论框架来揭示各种宏观数据分布与微观

动态系统之间的内在联系。这种关系可以进一步用于直接从横截面数据集学习纵

向动力学生成机制。该研究可以促进各种从现实世界中复杂横截面数据中发现其
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未知动力学演化过程的科学发现，理解复杂系统演化运行的机制。

我们的目标是填补上述研究空白。具体来说，我们在理论上证明了截面状态

分布的宏观统计特性（例如，重尾，窄尾，幂律或 S形等），是由动态系统 dxi (t)
dt

|x0 =

dF−1(1− ti
t )

dt
=

dΛ−1(ln( S(x0)
ti

t))
dt

（参见定理5.1和推论 5.1）产生的。通过我们的定理的构造，

我们证明了概率分布函数与它们的动力学生成系统之间的一个等价关系，并开发

了一套新工具，从观察到的数据样本的横截面分布来推断出它们可能的纵向动力

学生成过程。

为了证明我们框架的能力，如表5.1所示，我们推导出多个典型分布函数的动

力学生成机制，这些分布函数包括从窄尾分布（narrow-tailed distributions）到重尾

分布（heavy-tailed）。之后，我们示例了从一些典型动态系统中推导出其横截面状

态分布，如表5.2。这些动态系统由诸如偏好依附（preferential attachment），生长竞

争（growth competition），环境限制（environment limit）等可解释的机制组成。许

多我们推导出的分布函数和动态系统都是全新的，没有在文献中进行研究过。此

外，我们展示了一个包含典型动力学生成机制的模型，它可以直接从数据样本中

学习复杂系统的潜在动力学生成过程。

我们在合成数据和真实数据集上验证我们的框架。对于合成数据集，我们的框

架准确地发现了各种真实数据分布，包括窄尾（narrow-tailed），重尾（heavy-tailed）

和混合（mixture）分布，及其动力学生成过程。然后，我们将我们的框架应用于

各种现实世界的数据集，用来推断它们的动力学生成机制。即使现实世界数据集

的分布表现出更多的复杂性，我们的框架也能够准确地刻画和再现真实世界的数

据集。这意味着我们的方法可以给出观察到的数据的一种合理的动力学生成过程。

我们归纳贡献如下：

• 我们将复杂的宏观数据分布视为在某时刻观察一个动态系统的微观截面状

态获得。通过证明定理5.1和推论5.1，我们连接概率分布函数，生存分析中

的危险函数（hazard functions）及其动态生成系统，并给出参数学习和数据

模拟算法（第5.2小节）。

• 我们发现了几种全新的概率分布函数，危险函数及其相应的可以解释的动态

生成系统（第5.3小节和表5.1）。

• 我们提出了一个模型直接从宏观截面数据样本中学习动态系统。(第5.4小节)。

5.2 定理

符号。我们的符号来自概率论（probability theory），生存分析（survival analysis），

点过程（point process）和动态系统（dynamic systems）：
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• 概率论：定义 X 为根据累计分布函数 F(X ≤ x) =
∫ x

x0
f (s)ds = 1 − S(X > x)

产生的随机变量，我们观测到 n个样本 x1，...，xn。我们假设 F(X)是绝对连
续的。进一步，f (x)和 S(x) = 1− F(x)分别是 X的概率密度函数（probability

density function，pdf）和生存函数（survival function）（或称作 complementary

cumulative distribution function，ccdf）。

• 存活分析： X 的危险函数 λ(x)定义为：

λ(x) = lim
∆x→0+

Pr(x ≤ X < x + ∆x |X ≥ x)
∆x

=
f (x)
S(x) (5-1)

解释为在条件 X ≥ x 下 X 的采样值是 x+ 的条件概率密度函数。我们定

义 Λ(x) =
∫ x

x0
λ(s)ds 为累计危险函数。其中，xx0 是随机变量 X 所定义的

最小值。由于 Λ(x) 是单调递增的，因此 Λ(x) 存在反函数 Λ−1 : R+ → R，

Λ−1(Λ(x)) = x。类似的，我们定义 F−1 : R+ → R, F−1(F(x)) = x。

• 点过程：我们用符号P(t |λp) = {t1, ..., ti, ...|0 < t1 ≤ ... ≤ ti ≤ .. ≤ t} 来表示
一个到 t时刻的泊松过程（Poisson point process），其中每个事件点时间为 ti，

泊松过程的强度函数为 λp > 0，并且其等价于计数过程 ( counting process )

N(t |λp) =
∑

i≥1 ⊮(0,t](ti)。
• 动态系统：我们定义在时刻 t 下的动态系统为：D(t) = {xi(t)| dxi (t)dt

; xi(ti); i =

1, 2, ...}，其中 xi(t)是第 ith 个体在 ti 时刻加入系统时的状态，并且其状态的

变化由动态方程 dxi (t)
dt
和初态 xi(ti)决定。

我们的定理构造了任意分布函数 F(x)的动力学生成过程如下（证明请参阅第
5.7.1小节）：

定理 5.1： 给定一个动态系统 D(t) = {xi(t)| dxi (t)dt
; xi(ti) = x0; i = 1, 2, ...}，其中每个

个体按照泊松过程 P(t |λp) = {t1, ..., ti, ....|0 < t1 ≤ ... ≤ ti ≤ ...} 来到系统，而且
个体 i 的状态根据动态方程 dxi (t)

dt
|x0 改变，那么在时刻 t 观察该系统每个个体的状

态值，即截面（cross-sectional）状态 x(t) = {x1(t), ..., xi(t), ...}，那么, x(t)遵循分布
F(x(t))当且仅当 dxi (t)

dt
|x0 =

dF−1(1− ti
t )

dt
。

推论 5.1： 在定理5.1相同条件下，动态系统 D(t) 在 t 时刻的截面状态 x(t) =
{x1(t), ..., xi(t), ...}遵循分布 F(x(t))当且仅当 dxi (t)

dt
|x0 =

dΛ−1(ln( S(x0)
ti

t))
dt

。

通常，存活函数在初始状态 x0 时 S(x0) = 1，那么我们得到动力学方程 dxi (t)
dt

|x0 =
dΛ−1(ln t

ti
)

dt
。
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根据如上定理和引理，F(x)的统计特性，比如长尾，短尾，幂律，S型等等，

都由动力学增长过程 dxi (t)
dt

|x0 =
dF−1(1− ti

t )
dt

=
dΛ−1(ln( S(x0)

ti
t))

dt
产生，而且每个个体的初态

都为相同的 x0。我们之后通过一个网络演化系统来解释如上动力学过程。

参数估计通过定理5.1和引理5.1描述的动力学系统 dxi (t)
dt
和截面分布 f (x)的等

价性，我们可以通过任一个方面的观测数据来估计它们相同的参数。通常情况下，

我们往往只得到截面数据 f (x)。因此，我们在此仅展示如何从截面数据来估计参
数的过程。从 dxi (t)

dt
数据来学习参数的过程请参考支持材料第5.7.2小节。

给定一组截面静态数据 {x1, ..., xn−1, xn}t，我们可以估计分布 f (x |Θ)或 λ(x |Θ)
的参数，我们采用最大似然估计的方法：

max
Θ

ln L(Θ|x1, ..., xn) = ln
n∏
i=1

f (xi)

= ln
n∏
i=1

λ(xi)e−Λ(xi ) =
n∑
i=1

ln λ(xi) −
n∑
i=1

Λ(xi)
(5-2)

根据参数化 f (x |Θ)和如下关系 f (x |Θ) = λ(x |Θ)e−Λ(x |Θ)得到。而估计得到的动力学

方程为 dx̂i (t |Θ̂)
dt

|x0 =
dΛ−1(ln( S(x0 |Θ̂)

ti
t) |Θ̂)

dt
. 我们发现有时候通过运用引理5.1中的生存函数

和危险函数会更简洁，详细在第5.4小节。

数据模拟器。我们可以通过动态系统或是分布函数模拟生成样本数据。如果

通过 dxi (t)
dt

|x0 产生截面状态分布数据 xi(t) i = 1, 2, ... ，我们可以直接运用定理5.1，

即在 t 时刻观测每个个体的状态 xi(t) =
∫ t

t0

dxi (τ)
dτ

dτ。

另一方面，如果从分布方生成数据样本，尤其是累积危险率，该方法基于求

解 ln(u) + Λ(x) = ln S(x0) 方程来得到 x。其中 u 是从均匀分布 U0, 1] 生成的。我
们可以应用最通用的方法，比如 Newton 的迭代方法来解决上面的方程式。当我

们有 F(x)，S(x)或 Λ(x)，我们可以通过运用支持材料第5.7.1小节中的引理5.2或引

理5.3来取随机样本。

总体框架如上所示。我们在第5.4小节给出了具体的例子来阐述如上框架。之

后我们通过一个随机网络系统来进一步解释。

5.3 发现新动力学系统和分布函数

通过应用我们的定理5.1和推论5.1，我们可以从（i）分布函数中发现新的动力

学系统，（ii）从给定动态系统中发现新的（截面状态）分布函数，（iii）归纳总

结动态系统的可解释模式，即“机制”，以及（iv）有原则的设计具有所需动力学

特性的新分布函数。
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总之，我们试图找到宏观横截面状态分布函数，生存分析中的危险函数，及

其微观动力学生成机制之间的内在联系。我们在表5.1中展示了我们的结果。

5.3.1 新动力学系统的发现

通过运用定理5.1和推理5.1 ，我们从典型的分布函数中发现了新的动力学系

统，如表5.1所示。

• 幂律（Power-law）和指数（Exponential）分布。幂律分布 f (x) = αxα0 x−(α+1)

其中 x ≥ x0 以其无尺度的缩放属性和动力学生成机制而闻名。它的危险函

数是一个更简单的形式 α
x
。通过使用推论5.1，我们得到其动力学增长曲线为

xi(t) = x0( t
ti
) 1
α 和动力学微分方程为 dxi (t)

dt
=

xi (t)
αt
（显示在表5.1中）。至于复杂网

络（统计物理学）的研究，xi(t)表示节点 i的邻接节点数，即度数，dxi (t)
dt

∝ xi(t)
表示网络演化的偏好附加（preferential attachment）机制。αt表示由于新节点

到达而导致的增长竞争。在经济学中，xi(t)表示财富，而 dxi (t)
dt

∝ xi(t)表示
富者更富现象（或马太效应）。由于新的竞争者涌入市场，αt 代表了竞争的

增长。类似的动态思想适用于 Dirichlet过程。相反，指数分布 f (x) = αe−αx

具有动力学生成过程 dxi (t)
dt
= 1

αt
，没有偏好附加项 xi(t)和由于增长竞争而线

性衰减的增长率，这对应于随机图的生成机制。

• 拉伸指数（Stretched exponential）或威布尔（Weibull）分布。对于拉伸指数

f (x) = α
xθ

e−
α

1−θ (x1−θ ) 和威布尔 f (x) = αλαxα−1e−(λx)
α 分布，它们有着相同的动

力学过程，即 dxi (t)
dt
=

xθi (t)
αt
和 dxi (t)

dt
=

x1−α
i (t)
λααt
。与幂律分布相比，它们具有非线

性偏好附加动力学增长过程，例如由幂指数 θ 调整的 xθi (t)形式。
• Sigmoid和 Log-logistic分布。 Sigmoid分布 f (x) = ex

(1+ex )2 在深度学习中被广

泛用作激活函数。我们的定理发现其动力学生成过程为 dxi (t)
dt
= 1

t−ti，在其初

始时刻 ti 时有一个瞬时爆发（速率）增长，然后增长过程遵循 ln( t
ti
− 1)，其

类似于指数函数 ln( t
ti
)/α 情况。至于 log-logistic 分布 f (x) = λα(λx)α−1

[1+(λx)α]2，它的

动力学生成过程为 dxi (t)
dt
=

xi (t)
α(t−ti )，它在出生时 ti 也具瞬时爆发（速率）增长，

但由于线性偏好附加项 xi(t)而更快的增长改变状态。
• 对数正态（Log-normal）和正态（Normal）分布。通过我们的定理，对数正

态分布函数 f (x) = 1
x
√

2π
e−

(ln x)2
2 和正态分布 f (x) = 1√

2π
e−

x2
2 分别具有动力学生

成过程 dxi (t)
dt
= xi(t) dΦ

−1(z)
dz

ti
t2 和

dxi (t)
dt
=

dΦ−1(z)
dz

ti
t2，其中 z = 1 − ti

t
。它们都随着

增长竞争的平方而衰退，但对数正态分布具有线性偏好附加项，表明有着长

尾分布属性。
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• 均匀分布（Uniform distribution）。均匀分布 f (x) = 1
b−a 对应于动力学生成

过程 xi(t) = b − (b − a) ti
t
，如后面所讨论的那样，它遵循受限限的指数增长

（constrained exponential growth）。其微分方程为：dxi (t)
dt
=

b−xi (t)
t
，表示具有环

境限制项 b − xi(t)和增长竞争项 1
t
。

5.3.2 新（截面状态）分布函数的发现

接下来，我们推导出一些典型动态系统横截面状态的的分布函数（参见表5.2）：

• 指数（Exponential）增长。由于非常快速的增长率 dxi (t)
dt
=

xi (t)
α
，均匀的输入

信号通过指数增长系统的变换可以产生差异非常大的输出信号，表现出对数

幂律分布（或称作 log-Cauchy分布）f (x(ti)) =
α
ti

x( αti ln x
x0
+1)2。f (x)中的 ti意味着

f (x)随时间变化（不稳定）。指数增长可以通过分支过程（branching process）

来解释，其中 1
α
是平均分支因子（average branching factor），完全树的增长

以及早期细胞的分裂可以产生该动力学增长系统。

• 幂律（Power-Law）和拉伸指数（Stretched-Exponential）增长。幂律动力学

增长系统 dxi (t)
dt
=

xi (t)
αt
和拉伸指数动力学增长系统 dxi (t)

dt
=

xi (t)
αtθ

[120]，具有偏好

附加项 xi(t)和线性或非线性增长竞赛项。幂律分布 f (x) = αxα0 x−(α+1)由幂律

增长动力学产生，而对数幂律分布 f (x) =
α

t1−θ
i

x[ α(1−θ )
t1−θ
i

ln x
x0
+1]

2−θ
1−θ
由可调节指数 θ 的

拉伸指数动力学系统产生。

• Sigmoid，Log-Logistic和 Stretched Log-Logistic增长。遵循 logistic增长框架

（偏好附加项和环境限制项相乘：xi(t)∗ [N − xi(t)]），但他们具有不同的增长竞
争，Sigmoid增长为 dxi (t)

dt
=

xi (t)[N−xi (t)]
α

，log-logistic增长为 dxi (t)
dt
=

xi (t)[N−xi (t)]
αt

，

以及拉伸对数增长 dxi (t)
dt
=

xi (t)[N−xi (t)]
αtθ

，生成复杂的 logistic 形式分布，如

表5.2所示。以 log-logistic增长 dxi (t)
dt
=

xi (t)[N−xi (t)]
αt

为例，我们可以解释它作为

一个不断增长的无标度网络模型（scale-free network model），但是我们限制

中心节点（hubs）的度数，导致更多有着适度的好友数的中心节点产生，而

不是只产生少数寡头中心节点。

• 受限指数（Confined Exponential），受限幂律（Confined Power-Law）和受限

拉伸指数（Confined Stretched-Exponential）增长。遵循限制增长框架（环境

限制项 N − xi(t)但增长竞争率不同，受限制指数增长 dxi (t)
dt
=

N−xi (t)
α
，受限制

幂律增长 dxi (t)
dt
=

N−xi (t)
αt
，以及受限拉伸指数增长 dxi (t)

dt
=

N−xi (t)
αtθ
，生成复杂的

约束形式分布，如表5.2所示。均匀分布是由有限幂律增长产生的特殊情况。
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5.3.3 常见动力学生成机制

通过我们的定理，我们进一步总结了横截面状态分布的常见生成模式。例如，

动力学系统增长越快，其截面状态分布越不均匀。我们发现偏好附加项 xi(t)是产
生长尾分布的常见成分，如幂律，拉伸指数（或Weibull），对数正态，对数逻辑，

对数幂律等如表 5.1所示。相比之下，如动力学系统 dxi (t)
dt
=

dΦ−1(z)
dz

ti
t2 中的平方竞争

所示，产生正态分布；而动力学系统 dxi (t)
dt
= 1

αt
中的线性竞争产生指数分布，其动

力学增长竞争越快，其截面状态分布尾部越窄，因此分布方差越小。

另一方面，截面状态分布函数可以通过它们的动力学生成机制来设计。例如，

延时增长竞争（since-then-growth-competition） 1
t−ti 项可用于设计具有瞬时突发的

激活函数，环境限制和增长竞争机制可用于限制截面状态的方差。其他成分如偏

好附加用于生成长尾分布，非线性幂指数用于增加模型灵活性，上述机制的组合

可用于构建具有所需动力学特性的全新的且复杂的分布函数。

5.4 从静态截面数据学习动力学系统

在上一节中，我们将展示如何从分布函数推断其动力学生成过程，以及如何

从动力学生成过程中获得截面状态分布。在本节中，通过应用我们的定理，我们

直接从截面状态数据样本中学习动力学过程，以及拟合分布和生成样本。我么展

示了一个简单但通用的模型，并可以以类似的方式设计更复杂的参数化模型。

通过应用我们的定理5.1和推论5.1，我们展示了一个参数模型来拟合复杂的经

验分布，并推断其动力学增长过程。我们给出参数化危险函数（hazard function）为：

λ(x) = β + α

(x + ∆)θ (5-3)

其中 X > −∆。其相应的概率密度函数可由关系 f (x) = λ(x)e−
∫ x

x0
λ(s)ds导出。当 θ , 1

时，我们得到 pdf：

f (x) = βe−βx−
α

1−θ [(x+∆)1−θ−∆1−θ ]

+ α(x + ∆)−θe−βx−
α

1−θ [(x+∆)1−θ−∆1−θ ]
(5-4)

当 θ = 1时，我们得到 pdf为：

f (x) = βe−βx( x
∆
+ 1)−α + α

∆
( x
∆
+ 1)−(α+1)e−βx (5-5)
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公式5-3是一个长尾混合模型（heavy-tailed mixture model）。通过运用我们的定理5.1，

其中 x0 = 0和 S(x0) = 1，我们得到：

dxi(t)
dt

|x0 =
(xi(t) + ∆)θ

β(xi(t) + ∆)θ t + αt
(5-6)

是我们设计的混合长尾分布函数的动力学生成过程：

• 当 θ , 1和 β = 0时， f (x)蜕化为拉伸指数（stretched exponential）或威布尔

分布 (or Weibull)： f (x |β = 0) = α(x + ∆)−θe
α

1−θ [(x+∆)1−θ−∆1−θ ] 1O，我们得到特例

情况下的动力学生成过程为：

dxi(t)
dt

|x0 =
(xi(t) + ∆)θ

αt
(5-7)

• 当 θ = 1和 β = 0时，我们得到产生幂律分布 f (x) = α
∆
( x
∆
+ 1)−(α+1) 的动力学

过程：

dxi(t)
dt

|x0 =
xi(t) + ∆
αt

(5-8)

• 当 α = 0时，我们得到产生指数分布 f (x |α = 0) = βe−βx 的动力学过程：

dxi(t)
dt

|x0 =
1
βt

(5-9)

为简洁起见，我们在支持材料5.7.5小节中的网络演化场景中进一步说明和解释了

上述想法。

对于参数学习方法，当给出危险函数5-3时，我们得到对数似然函数：

ln L(x1, ..., xn) =
n∑
i=1

ln [β + α(xi + ∆)−θ] − β

n∑
i=1

xi

− α

1 − θ

n∑
i=1

[(xi + ∆)1−θ − ∆1−θ]
(5-10)

为简便起见，请参阅支持材料第5.7.3小节以获取最优参数，包括目标函数梯度，优

化算法等的详细步骤。

基于上述危险函数和微分方程生成截面状态样本模拟生成器如下：

1O 当 θ = −1时，其包括类似 Gaussian分布为特例
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Input : Hazard function of λ(x) = β + α
x+∆

, total event number n

Output: {x1, ..., xn}
Set current iteration i = 1;

while i ≤ n do
Sample u ∼ U(0, 1] ;

Solve log u +
∫ x

x0
λ(s)ds = 0 for x by Algorithm 7.;

xi = x;

i += 1 ;

end
Algorithm 3: 从危险函数 Eq. 5-3中产生样本

Input : Dynamic equation Eq. 5-3, Poisson process

P(t |λp) = {t1, ..., ti, ...|t1 ≤ ... ≤ ti ≤ .. ≤ t} with N(t |λt) = n,

Output: {x1(t), ..., xn(t)}
Set current iteration i = 1;

while i ≤ n do
if θ == 1 then

Solve βxi(t) + α ln( xi (t)
∆
+ 1) = ln t

ti
for xi(t) by Algorithm 7.;

else
Solve βxi(t) + α[(xi (t)+∆)1−θ−∆1−θ ]

1−θ = ln t
ti

for xi(t) by Algorithm 7. (解方程

参阅支持材料第5.7.4小节);

end
i += 1 ;

end
Algorithm 4: 通过动力学方程 Eq. 5-6产生样本
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5.5 实验

我们通过在合成数据集和真实数据集上回答以下问题，来验证定理5.1和推

论5.1以及参数学习和模拟算法：

• 动态系统能否生成由我们的定理预测的横截面状态分布？

• 我们可以学习出生成的分布的参数吗？

• 我们可以从截面状态反推出其动态生成系统嘛？

• 各种真实数据集的可能的动力学生成机制是什么？

5.5.1 模拟数据实验

实验设置。表5.3列出了由三个微分方程刻画的实验设置，用来产生具有代表

性的动力学生成过程，包括指数分布（窄尾），幂律分布（重尾）和重尾混合分布。

对于每个动态系统，我们在 (0, 106]的时间间隔内设置 E[N(t |λt)] = 106个个体，即

P(t |λp) = {t1, ..., ti, ...|0 < t1 ≤ ... ≤ ti ≤ .. ≤ t}其中 t = 106 和 λt = 1。其中 106 个

个体根据动态方程 dxi (t)
dt

|x0=0更改其状态，如表5.3所示。我们观察他们在 t = 106时

的截面状态。

结果。动力学系统确实产生了我们定理5.1预测的截面状态分布。如图5.1 a-c

所示，动力学系统生成的截面状态分布（紫色点），很好的和定理预测的分布重合

（红线），包括窄尾分布（图5.1a），长尾分布（图5.1b），和长尾混合分布（图5.1c）。

为了进一步量化分析观测到的截面状态分布和定理预测分布是同一个分布，我们

通过 1%显着性水平的双样本 Kolmogorov-Smirnov检验方法 [121]。我们在所设置的

1%显着性水平下接受两个分布相同的假设，其 p值（KS距离）对于三种场景分

布为：0.99（4.7 ∗ 10−4），0.51（1.2 ∗ 10−3）和 0.78（6.9 ∗ 10−4）。

我们的参数学习框架可以从截面数据样本中估计出建模参数。通过最大化对

数似然函数6-5和6-7，我们得到指数分布的参数 β̂ = 9.988 ∗ 10−3，幂律分布参数

α̂ = 1.499, ∆̂ = 0.999，和混合模型参数 β̂ = 4.969 ∗ 10−4, α̂ = 1.000, ∆̂ = 5.005。这些

估计的参数都很好的拟合了如表5.3所示的真实参数值。

我们确实反推出了动力学生成过程。通过从观察到的截面状态分布中学习参

数，我们推断出动力学生成过程，然后生成估计得到的增长动力学过程 x̂1(t)。如
图5.1 d-f所示，估计出的的动力学曲线（绿线）准确地拟合了真实动力学曲线（紫

色点）。
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图 5.1 所有动态系统都生成我们定理预测的截面状态分布。我们的模型准确地恢复了其
动态增长过程参数，并且模拟产生了逼真的数据样本。Exp: Exponential, PL: Power Law,
Mix: Mixture。
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图 5.2 6个真实数据的 PDF，它们分布的拟合结果，估计出的动力学生成过程，和模拟
产生的样本。真实分布和动力学增长过程是复杂的，但我们的方法准确地拟合了它们。

5.5.2 真实世界数据实验

我们研究了来自不同学科的各种现实世界数据集，来探究它们可能的动力学

生成过程是什么。实际上，矛盾的是，有时我们永远不会知道真正的生成动力学。
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因此，我们通过检查我们的模型是否拟合并重现我们观察到的现实数据来评估我

们的模型可能性。我们采用的数据集是：(a)赫尔曼梅尔维尔在小说“白鲸记”中

出现的词数 [122]；(b) 1968 年 2 月至 2006 年 6 月全球恐怖袭击事件造成的死亡人

数 [123]；(c)一个活跃微信（中国最大的社交网络）用户连续添加好友行为的时间间

隔 [124]；(d) 腾讯微博信息级联中两次转发的时间间隔 [62];(e) 腾讯 QQ 在线群聊聊

行为的时间间隔 [46]；和 (f) 爱因斯坦一生中信件的回应时间 [36]。其中 a-f的数据编

号与图5.2a-f相对应。

实际上，现实世界中的分布函数表现出很大的复杂性，如图5.2所示。例如，

图5.2f中描绘的爱因斯坦一生发送邮件的分布函数，我们发现：x（响应时间）很

小时 pdf是平坦的，意味着短时间尺度上的泊松（类似）过程;中等时间尺度的长

尾 x的 pdf，意味着（基于优先级队列的）决策过程;而且在长时间尺度上是双峰的

pdf，意味着长期规模的泊松（类似）过程。此外，我们发现现实世界数据集推断

出的动力学生成机制是复杂非线性的。对于爱因斯坦的情形，如图5.2l，加速动力

学增长然后是饱和部分，暗示爱因斯坦的一生中发送信件的动力学过程是复杂的。

虽然各种数据集都存在内在的复杂性，但我们的框架准确地拟合了它们。在

图5.2a-f中，估计的分布（绿线）很好的拟合了所有这些数据集的复杂分布（紫色

点）。进一步，我们在图5.2g-l中展示了推断出的动力学系统。我们按照定理5.1，从

这些估计出的动态系统重现截面状态数据样本，并绘制生成数据的分布，如图5.2a-

f 中绿色方块所示。我们发现所生成的数据很好地拟合了这些广泛不同的数据集，

表明我们给出了一种产生所观测数据的动力学系统。

5.6 结论

许多科学研究都遵循如下研究模式：从对一个系统在特定时刻下的断面状态

观察数据来推断其动力学演化过程。原因是很多自然法则都有着动力学的起源，但

是，我们可以观察到的只是在特定时刻下的横截面状态数据。在这里，我们尝试

构建它们之间的理论关系。我们认为截面状态数据的宏观统计特性是由我们的定

理5.1和推论5.1中描述的微观动态系统生成的，并从理论上构建了截面状态数据分

布（或以危险函数的形式）与其动力学生成系统之间的等价关系。然后，我们提出

系统参数学习和模拟算法。通过该框架，我们从分布函数发现了几种新的动力学

系统，而且反过来，从给定动态系统推测任意时刻的截面状态生成的新分布。我

们进一步展示了一个模型，直接从经验数据中学习它们的动力学生成过程。我们

的模型框架准确地刻画了各种复杂的合成和真实数据集。我们的研究有助于发现

现实世界中复杂动态系统的动力学演化机制。
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限制和扩展。我们可以将我们的定理5.1和推论5.1 扩展到非绝对连续的情况，

因为：累积危险函数可以推广为 Λ(x) = −
∫ x

x0

dS(t)
S(t−) 到非绝对连续的情况，由于 S(x)

是单调递减地 [125]。非参模型的扩展可以基于 Λ(x)（例如 Nelson-Aalen估计量）和

S(x)（例如 Kaplan-Meier估计量）[125]。包含协变量的半参数模型仍有待探索。

5.7 支持材料

5.7.1 定理证明

我们基于引理5.1，5.2和 5.3证明了定理5.1和推论5.1

引理 5.1： [56]给定一个泊松过程（Poisson process）P(t |λp) = {t1, ..., ti, ...|t1 ≤ ... ≤
ti ≤ .. ≤ t}当 N(t |λt) = n时，那么当给定时刻 t，对于第 i个时间的发生时间 ti 的

概率密度函数是 f (ti) = 1
t
，是 (0, t]上的均匀分布。

证明 对于随机变量 ti, i = 1, ..., n的联合概率密度函数是：

Pr(ti < Ti ≤ ti + δi, i = 1, ..., n|N(t) = n) =
Pr(N(ti + δi) − N(ti) = 1, N(tj+1) − N(tj + δj) = 0,

i = 1, ..., n, j = 0, ..., n, t0 = 0, δ0 = 0)
Pr(N(t) = n)


=

∏n
i=1 λpδie

−λpδi e−λp (t−
∑n

i=1 δi )

e−λp t(λpt)n/n!
=

n!
tn

n∏
i=1

δi,

(5-11)

因此，

f (ti, i = 1, ..., n|N(t) = n)

= lim
ti→0,i=1,...,n

Pr(ti < Ti ≤ ti + δi, i = 1, ..., n|N(t) = n)∏n
i=1 δi

=
n!
tn
,

(5-12)

其中 t1 ≤ ... ≤ ti ≤ ... ≤ t。对于有序统计量 ti, i = 1, ..., n， f (ti) = 1
t
。 □

引理 5.2： [126] 给定随机变量 u 服从 U(0, 1]上的均匀分布，那么 x = F−1(u)遵循
分布 F(x)。另一方面，如果 X 遵循分布 F(x)，那么 F(x)遵循 U(0, 1]上的均匀分
布。
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证明 随机变量 X 的累计概率密度函数是：

Pr(F−1(u) ≤ x) = Pr(u ≤ F(x)) = F(x), 并且

Pr(F(x) ≤ u) = Pr(x ≤ F−1(u)) = F(F−1(u)) = u
(5-13)

□

引理 5.3： 给定随机变量 u服从 U(0, 1]上的均匀分布，那么 x = Λ−1(ln S(x0)
u

)遵循
分布 F(x)。另一方面，S(x0)e−Λ(x)遵循 U(0, 1]上的均匀分布。

证明 根据危险函数 λ(x)的定义，

λ(x) = f (x)
S(x) =

−S′(x)
S(x) , (5-14)

通过对公式两边从 x0积分，我们得到：∫ x

x0

λ(s)ds = Λ(x) = − ln
S(x)
S(x0)

(5-15)

推出

S(x) = 1 − F(x) = S(x0)e−Λ(x). (5-16)

通过引理5.2的结论，我们得到：

x = Λ−1(ln S(x0)
1 − u

) (5-17)

服从分布 F(x)。由于 1− u也遵循U(0, 1]，我们得到结果 x = Λ−1(ln S(x0)
u

)遵循分布
F(x)，而且 S(x0)e−Λ(x)遵循均匀分布 U(0, 1]。 □

此时，我们可以证明定理5.1和推理5.1：

证明 对于动态系统 D 中的任意个体 xi，其到达时间 ti 遵循泊松过程 P(t |λp) =
{t1, ..., ti, ...|t1 ≤ ... ≤ ti ≤ .. ≤ t} 且 N(t |λt) = n，那么 ti

t
遵循均匀分布 U(0, 1]（引

理5.1）。我们把 F−1(u)中的 u替换为 u = 1− ti
t
，把Λ−1(ln S(x0)

u
)中的 u替换为 u = ti

t
，
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我们得到：

xi(t) =
∫ t

t0

dτ
dF−1(1 − ti

τ
)

dτ
= F−1(1 − ti

t
) − F−1(1 − ti

t0
).

xi(t) =
∫ t

t0

dτ
dΛ−1(ln(S(x0)

ti
τ))

dτ
= Λ−1(ln(S(x0)

ti
t)).

(5-18)

服从分布 F(x(t))，而且 F(x(t))对于动力学过程：

dxi(t)
dt

|x0 =
dF−1(1 − ti

t
)

dt
=

dΛ−1(ln(S(x0)
ti

t))
dt

(5-19)

由引理5.2和引理5.3中的等价性保证。 □

当 S(x0) = 1时，上式可化为:

dxi(t)
dt

|x0 =
dF−1(1 − ti

t
)

dt
=

dΛ−1(ln( t
ti
))

dt
(5-20)

5.7.2 参数学习

根据定理5.1和推论5.1，我们发现动力学方程 dxi (t)
dt
和分布 f (x)有着相同的参

数。因此，我们可以从横截面数据或纵向动态数据中学习它们的参数。

最常见的情况是我们只观察到复杂系统截面状态数据。给定一组横截面数据

{x1, ..., xn−1, xn}t，我们通过最大化对数似然函数来学习了 f (x |Θ)或 λ(x |Θ)的参数
Θ：

max
Θ

ln L(Θ|x1, ..., xn)

= ln
n∏
i=1

f (xi)

= ln
n∏
i=1

λ(xi)e−Λ(xi ) =
n∑
i=1

ln λ(xi) −
n∑
i=1

Λ(xi)

(5-21)

如果我们随着时间的推移观察动态数据 x̂i(t)，其中 t = ti ...T 和 i = 1...n，那么

我们通过最小化以下目标函数来学习动态数据 xi(t |Θ)的参数：

min
Θ

1
n

n∑
i=1

1
mi

T∑
tj=ti

(x̂i(tj) − xi(tj))2 (5-22)
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其中 mi = T − ti + 1。那么，估计得到的分布式：F̂(x(t)|Θ̂)。
这里我们展示了一般框架，无论分布或动态方程的具体选择如何。因此，一般

的优化算法如内点法 [127] 或一般非线性最小二乘算法，如 Levenberg-Marquardt 算

法 [128]用于目标函数5-22。我们在下一小节中展示了具体的例子。我们可以基于分

布函数或动力学系统的特性进一步定制优化算法。

5.7.3 从截面样本学习参数

给定危险函数 λ(x) = β+ α
(x+∆)θ，我们遵循生存分析中的最大似然估计框架，得

到对数似然函数：

ln L(x1, ..., xn) =
n∑
i=1

ln [β + α(xi + ∆)−θ] − β

n∑
i=1

xi

− α

1 − θ

n∑
i=1

[(xi + ∆)1−θ − ∆1−θ]
(5-23)

当 θ , 1时，我们得到模型参数的梯度是：

∂ ln L
∂β

=

n∑
i=1

1
A(i) −

n∑
i=1

xi

∂ ln L
∂α

=

n∑
i=1

(xi + ∆)−θ
A(i) − 1

1 − θ

n∑
i=1

[(xi + ∆)1−θ − ∆1−θ]

∂ ln L
∂∆

= −αθ
n∑
i=1

(xi + ∆)−θ−1

A(i) − α
n∑
i=1

[(xi + ∆)−θ − ∆−θ]

∂ ln L
∂θ

= −α
n∑
i=1

(xi + ∆)−θ ln(xi + ∆)
A(i)

− α
n∑
i=1

{ [−(xi + ∆)
1−θ ln(xi + ∆) + ∆1−θ ln∆]

1 − θ

+
(xi + ∆)1−θ − ∆1−θ

(1 − θ)2 }

(5-24)
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其中 A(i) = β + α(xi + ∆)−θ。当 θ = 1时，我们得到参数梯度为：

∂ ln L
∂β

=

n∑
i=1

1
B(i) −

n∑
i=1

xi

∂ ln L
∂α

=

n∑
i=1

(xi + ∆)−1

B(i) −
n∑
i=1

ln( xi
∆
+ 1)

∂ ln L
∂∆

= −α
n∑
i=1

(xi + ∆)−2

B(i) + α

n∑
i=1

xi
xi∆ + ∆2

(5-25)

其中 B(i) = β + α
xi+∆
。

5.7.4 样本模拟的解方程算子

基于危险函数和动态微分方程的样本生成器在正文中给出。在这里，我们给

出求解文中算法等式的解方程算子：

Input : Equation Φ(x) = log u +
∫ x

x0
λ(s)ds.

Output: x

Set ϵ = 10−8, x = 0;

while |Φ(x)| ≤ ϵ do
if θ == 1 then
Φ(x) = ln u + βx + α ln( x

∆
+ 1);

else
Φ(x) = ln u + βx + α

1−θ [(x + ∆)1−θ − ∆1−θ];
end
Φ′(x) = β + α(x + ∆)−θ ;

x = x − Φ(x)
Φ′(x) ;

end
Algorithm 5: Equation solver: Newton’s iterative method

5.7.5 一个网络系统的解释

在这里，我们在网络演化场景中解释以下动力学微分方程：

dxi(t)
dt
=

(xi(t) + ∆)θ
β(xi(t) + ∆)θ t + αt

(5-26)
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102 104 106

Time t
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101
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X
(t

)

(a)动力学增长过程
100 101 102 103

X

10-10

10-5

100

P
D

F
(X

)

(b)截面状态分布

图 5.3 定理的示意图。a）每个节点根据公式5-26改变其好友连接数，如每条彩色曲线所
示。（b）在时间点 t，我们观察到横截面度分布。

我们将 xi(t)视为网络中每个节点 i 在时间点 t 的好友数，即度数，刻画其动力学

变化的机制包括物理机制非线性偏好附加项 (xi(t) + ∆)θ，增长竞争项 αt，以及偏

好附加的偏差 ∆和增长竞争的偏差 β(xi(t)+∆)θ t。因此，我们将网络演化过程描述
如下：

• 新节点 i按照泊松过程在 0ti时刻进入网络系统，其中 0 < ti < t的之后，t是

最大观察时间（如图5.3a）所示；

• 节点 i的度数，表示为 xi(t)，随时间根据微分方程5-26增长（如图5.3b）所示。

然后，该网络在 t 时刻的横截面度分布遵循 f (x) = λ(x)e−
∫ x

−∞ λ(s)ds，其中 λ(x) =
β + α(x + ∆)−θ。

5.7.6 进一步总结

(Cross-sectional)
Distribution

Survival Analysis (Longitudinal)
Dynamic System

Data

图 5.4 我们的定理和推论尝试连接图中孤立的节点。
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通过应用我们的定理5.1和推论5.1，我们试图找到系统横截面状态分布，生存

分析中的危险函数和它们的动力学演化之间的内在关系，如图5.4所示。
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表 5.3 实验设置：动力学系统及其横截面状态分布。

Dynamics
dxi (t)
dt |x0

PDF
f (x)

Parameter

Exponential 1
βt βeβx β = 0.01

Power Law xi (t)+∆
αt α∆αx−(α+1) α = 1.5

∆ = 1

Mix model xi (t)+∆
β(xi (t)+∆)t+αt

βe−βx( x
∆
+ 1)−α

+ α
∆
( x
∆
+ 1)−(α+1)e−βx

β = 5e−4
α = 1
∆ = 5
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第 6章 复杂分布函数生成及拟合

拟合真实数据的分布函数，然后解释他们的动力学生成机制，是许多学科中

研究结构和动态数据的常见研究范式。然而，之前的工作主要是在不同学科背景

的各种数据集上拟合和解释其数据分布，例如人类行为时间间隔分布函数，网络

度结构分布函数，社会财富分布函数等等。但是，面对现实世界中不同语义下的复

杂的数据分布，我们可以通过一个统一但简约的参数化模型来拟合和解释它们吗？

对该问题的回答意义重大。

在本文中，我们将复杂的真实数据视为由一个动力学系统生成，该系统将均

匀随机信号作为输入，通过确定的动态系统转化，产生复杂的数据。我们展示了

一个有着四个参数的动力学模型，以及配套的参数学习和数据模拟算法，其能够

拟合并生成一系列分布，包括高斯分布，指数分布，幂律分布，拉伸指数（威布

尔Weibull）分布，及具有多尺度复杂性的复杂混合分布。我们的模型不是一个黑

盒模型，因为它可以通过一个统一的微分方程来解释，通过刻画动力学生成机制，

来产生如上所述的复杂函数分布。更复杂的模型可以通过我们示例的推导框架有

原则的得到。我们通过 16个来自不同学科的真实数据验证了我们的模型。通过拟

合这些数据，我们发现被广泛使用的已有统计模型产生了系统性的偏差，但是我

们的模型准确地刻画了真实数据。简而言之，我们的模型提供了一个可能的框架，

来拟合真实世界中的拥有复杂分布的数据，而且更重要的是，我们的模型尝试解

释他们的动力学生成机制。

6.1 引言

通过参数化模型拟合真实数据分布然后以动力学方程解释其生成过程，是一

种研究和理解数据的内在结构和动力学特性的重要科学研究范式。其被广泛应用

于各个领域，包括生物学 [112]，物理 [35,129]，社会科学 [45,113]，和计算机科学 [46,114]等

等。例如，通过研究网络的幂律度分布 [2]，物理学家在随机网络中发现了网络演化

产生无尺度效应的动力学机制。通过研究达尔文和爱因斯坦 [36]的邮件回复时间分

布，或者在线合作的编辑时间间隔分布 [118]，社会科学家试图揭示人类决策行为的

动态特性。通过拟合数据分布与高斯混合模型 [130]，贝叶斯方法 [131]，甚至深度生

成模型 [132]，计算机科学家试图找到观察数据集的聚类结构和其生成动力学机制。

简而言之，这种科学研究范式适用于广泛的数据科学任务中。

然而，以前的工作主要是在不同学科不同数据下以个案研究的方式拟合或解
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释复杂的真实数据分布。例如，高斯分布最广泛地用于拟合窄尾（narrow-tailed）数据

分布。大量的文献尝试通过幂律分布 [129]，Weibull分布（或拉伸指数分布）[133]等来

模拟重尾（heavy-tailed）数据。特定混合模型也用于拟合复杂的多尺度分布 [46,47,118]。

像 GAN 这样的深度生成网络在拟合 1-D 参数分布 [134] 方面表现出很一般的效果。

因此，我们是否可以拥有一个统一且简洁的模型来拟合和解释现实世界中各种复

杂的数据分布函数呢？对该问题的回答是至关重要的。

在本文中，我们试图通过研究真实数据复杂分布的动力学产生机制，来拟合分

布并解释其产生机制。我们模型背后的直觉如下：我们将具有复杂分布的真实数

据视为从一个动力学系统中生成，其采用均匀随机信号作为输入，然后经过系统

变化产生复杂输出。我们不是直接以个案的方式对各种复杂的分布进行建模，而

是尝试对其统一的且可能很简约的动力学生成机制进行建模，从而用一个统一的

模型来生成所有这些复杂的分布。表6.1中展示了一个实例：我们并没有对高斯分

布，指数分布，幂律分布，拉伸指数分布，以及它们在多尺度机制中具有复杂混合

部分的变体分布进行分别的建模，而是通过一个具有四个参数的动力学模型，我

们产生了所有这些看似不相关的分布。我们的框架可以有原则地构建更复杂的动

态模型和分布函数。此外，我们给出了有效的参数学习方法和数据模拟生成算法。

我们的模型不是一个黑盒模型，而是可以通过一个统一的微分方程来解释这些复

杂分布的动力学生成机制。至于实验，我们首先通过各种模拟数据集分析了我们

模型的性质，并通过来自很多学科的 16个真实数据集进一步验证。我们的模型准

确地拟合了所有这些复杂的数据分布函数（图 6.5）。我们的模型提供了一个可能

的统一框架来拟合在现实世界中观察到的复杂分布函数，更重要的是，解释它们

的动力学生成机制。我们的主要贡献总给如下：

• 统一模型： 我们提出了一个通用的模型来拟合真实数据的各种复杂分布函

数，并给出参数拟合和数据模拟算法。

• 简洁性： 我们的模型只有四个参数来拟合真实数据分布中的多尺度混合模

态的复杂性。我们展示了刻画动力学机制的优势--通过刻画相对简单动力学

产生过程来简化刻画复杂生成现象的复杂度。

• 可解释性：我们的模型由统一的动力学方程生成和解释，其所有参数都有明

确的物理意义。

• 实用性：我们的模型准确地拟合了各种真实数据集，并且可以以有原则的方

式推广到更复杂的情况。而被广泛使用的拟合长尾分布的统计模型产生了系

统性偏差。

该章节的大纲是：相关工作介绍，模型，物理学机制，实验，讨论和结论。
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6.2 相关工作

我们主要通过回顾了以下两个方面的相关工作：

从真实数据的简单分布函数到复杂的分布函数。窄尾分布（narrow-tailed distri-

butions），例如指数分布和高斯分布，可以通过它们的均值和方差很好得刻画，它

们的结构和产生机制都有的详细研究。相反，重尾分布（heavy-tailed distributions），

如幂律分布（power-law distribution），拉伸指数分布（stretched-exponential distribu-

tion），对数正态分布（log-normal distribution）等等，表现出更大的甚至无穷大的

方差，这意味其有着着复杂的数据生成机制。在长尾分布中，幂律分布是最着名

的，因为它的缩放的属性（scaling）[135] 和在网络中的生成机制 [2]。关于幂律分布

的广泛存在的证据和讨论可以在 [122,136] 中找到。最近，越来越多的文献发现经验

数据的分布比纯粹的幂律更复杂，从人类行为数据 [46,124]，网络数据 [137] 到各种如

图6.5所示数据集。

拟合复杂函数的方法。最大似然估计法，可能额外使用先验或正则化因子，被

广泛的用于拟合窄尾分布 [131]。另一方面，像GAN这样的深度生成网络在拟合 1-D

参数分布的实验中，表现出较大的偏差 [134]。相比之下，拟合复杂分布的理论，比

如偏斜或长尾分布的理论 [138]，并不是很完善。以最典型的情况 -幂律分布 -作为

一个例子，最开始，人们通过视觉检查在双对数坐标系下最小二乘拟合的结果来

判断对幂律分布的拟合好坏。后来，被广泛引用的工作 [129]显示了最小二乘拟合方

法的系统偏差，然后提出了一个参数方法 f (x) = αPL−1
xmin

( x
xmin

)αPL，记为 PL方法），

通过最大似然法来拟合幂律分布。PL方法在大量科学论文中被广泛用于拟合各种

似是而非的幂律分布。然而，我们发现 PL方法在检测现实数据中的幂律信号时显

示出较大的偏差，如图 6.5所示。其系统偏差的根源在于 PL方法忽略了现实世界

数据分布的复杂性 [46,47,124]。如何通过统一模型拟合和解释经验数据集中的各种复

杂分布在很大程度上是未知的。

6.3 模型

6.3.1 模型直觉解读

我们模型背后的直觉解读如下：我们将具有复杂分布的真实世界中的数据视

为从一个（非线性）的动态系统中产生，该系统将均匀随机信号作为输入，产生复

杂输出。与其刻画一个个复杂的输出，我们试图通过刻画统一且简单的动力学系

统，来产生和建模复杂的输出（即各种数据分布）。简而言之，我们试图建模产生

复杂现象的简单动力学生成模型。
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图 6.1 模型所产生的分布。我们的模型产生了一系列分布，包含幂律分布（power law，PL），
幂律带截尾分布（PL with cutoff），幂律带短尺度复杂模态（PL with short-scale complexity）
, 幂律带多尺度复杂模态（PL with multi-scale complexity），指数分布（exponential），拉
伸指数分布（stretched exponential，SE），拉伸指数带短尺度复杂模态（SE with short-scale
complexity），拉伸指数带多尺度复杂模态（SE with multi-scale complexity）等等。

我们的模型基于生存分析（survival analysis）[46]，随机点过程（point process）[124]，

以及动态系统（dynamic systems ）[3,139,140]。我们定义数据 X = (x1, ..., xn−1, xn) 的
概率密度函数（probability density function）为 fX(x)，其可以被危险函数（hazard

function）λ(x) = fX(x)
SX(x)建模。危险函数刻画了一种条件概率，即产生随机变量（random

variable）X = x 在条件 X ≥ x 下的概率密度。其中 SX(x) = 1 −
∫ x

−∞ fX(s)ds。我们

定义 Λ(x) =
∫ x

−∞ λ(s)ds为累计危险函数（cumulative hazard rate）。通过建模危险函

数，我们可以产生复杂的概率密度函数，根据变换关系 fX(x) = λ(x)e−
∫ x

−∞ λ(s)ds。我

们进一步将危险函数 λ(x)和动力学系统连接，来进一步解释复杂数据分布的动力
学产生机制。

6.3.2 生存分析建模

在此我们提出我们的基本模型，它虽然简单但是多才多艺，可以产生一系列

复杂的分布，如下表 6.1所示，我们进一步通过图示 6.1将分布在双对数坐标系下

画出。刻画模型的危险函数（hazard function）是：

λ(x) = β + α(x + ∆)−θ (6-1)

99



第 6章 复杂分布函数生成及拟合

6.3.2.1 临界态：以幂律为基础的复杂分布

当 θ = 1时，λ(x |θ = 1)产生一族以幂律分布（power-law distribution）为基础

的分布。

引理 6.1： 危险函数 λ(x |θ = 1) 产生一族分布，包括：指数分布（exponential dis-

tribution），幂律分布（power-law distribution），有指数截尾的幂律分布（power-law

distribution with exponential cut-off），复杂多尺度混合分布（complex multi-scale

distributions）等等。

证明 随机变量 x的概率密度分布（probability density function）是：

f (x |θ = 1) = λ(x |θ = 1)e−
∫ x

0 λ(s |θ=1)ds

= (β + α

x + ∆
)e−βx−α ln( x

∆
+1)

= βe−βx( x
∆
+ 1)−α + α

∆
( x
∆
+ 1)−(α+1)e−βx

(6-2)

指数分布（Exponential distribution）。当 α = 0时，无论其他三个参数取值如何，

危险函数 λ(x |α = 0) 产生指数分布函数，其概率密度函数是 f (x |α = 0) = βe−βx，

如图6.1中灰线所示。

幂律分布（Power-law distribution）。当 β = 0和 ∆ ≪ x时， f (x |θ = 1, β = 0) =
α∆α(x + ∆)−(α+1) ∝ x−(α+1)。∆的另一个含义是 x的最小取值，比如 x0。因此，x的

pdf形式为： f (x |θ = 1,∆ = 0) = α
x

e
∫ x

x0
α
s ds = αx0

αx−(α+1)。

有指数截尾的幂律分布（power-law distribution with exponential cut-off）。 当

β ≫ 0且 ∆ ≪ x ≪ α
β
− ∆时，x 的 pdf为： f (x |θ = 1) = (β + α

x+∆
)( x
∆
+ 1)−αe−βx ≈

α∆αx−(α+1)e−βx。

复杂多尺度混合分布（Complex multi-scale distributions）。 当 β → 0 时，复

杂多尺度混合分布在短时间尺度趋近于常数，在中时间尺度呈现幂律分布，在长

时间尺度呈现指数分布。当 x → 0 时， f (x |θ = 1) → α
∆
。在短时间尺度范围

x ∈ (0,∆]，f (x |θ = 1) ≈ α
∆
( x
∆
+ 1)−(α+1)，其 pdf值慢慢下降成为中尺度幂律分布。当

βe−βx( x
∆
+1)−α ≫ α

∆
( x
∆
+1)−(α+1)e−βx，即 x ≫ α

β
−∆, f (x |θ = 1) = βe−βx( x

∆
+1)−α+ α

∆
( x
∆
+

1)−(α+1)e−βx ≈ βe−βx( x
∆
+ 1)−α，其呈现长时间尺度下的指数分布。当 ∆ ≪ x ≪ α

β
−∆

时， f (x |θ = 1) ≈ α∆α(x + ∆)−(α+1) ∝ x−(α+1)，其呈现中时间尺度的幂律分布。 □

6.3.2.2 一般情况：以拉伸指数分布为基础的复杂分布

当 θ , 1时，λ(x |θ , 1)产生一族以拉伸指数分布（stretched exponential distri-

bution）为基础的分布。
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引理 6.2： 危险函数 λ(x |θ , 1)产生一族概率分布函数，包括指数分布（Exponential

distribution），拉伸指数分布（stretched exponential distribution，或称作 Weibull分

布），带有指数截尾的拉伸指数分布（stretched exponential distribution with exponential

cut-off），复杂多尺度混合分布（complex multi-scale distributions）等等。

证明 和上一个引理证明类似，随机变量 x的概率密度函数为：

f (x |θ , 1) = λ(x |θ , 1)e−
∫ x

0 λ(s |θ,1)ds

= [β + α(x + ∆)−θ]e−βx− α
1−θ [(x+∆)1−θ−∆1−θ ]

= βe−βxe−
α

1−θ [(x+∆)1−θ−∆1−θ ]

+ α(x + ∆)−θe−
α

1−θ [(x+∆)1−θ−∆1−θ ]e−βx

(6-3)

指数分布（Exponential distribution）。当 β = θ = 0时，f (x |β = 0, θ = 0) = αe−αx。

拉伸指数分布（Stretched exponential distribution），或称作威布尔 (Weibull)分

布。当 β = 0且 ∆ = 0时，危险函数 λ(x |θ , 1)为：

f (x |θ , 1) = αx−θe−
α

1−θ x
1−θ (6-4)

□

累计概率分布函数为：F(x |θ , 1) = 1 − e−
α

1−θ x
1−θ，为拉伸指数分布。一些特例：当

θ = 0时，其为指数分布 αe−αx；当 θ = −1时，趋近于正太分布（Normal distribution）
α
x2 e−

αx2
2 。

带有指数截尾的拉伸指数分布（Stretched exponential distribution with exponen-

tial cut-off） 当 β ≫ 0 和 ∆ ≪ x ≪ (α
β
) 1
θ − ∆ 时， f (x |θ , 1) = [β + α(x +

∆)−θ]e− α
1−θ [(x+∆)1−θ−∆1−θ ]e−βx ≈ αx−θe−

α
1−θ x

1−θ
e−βx。

复杂多尺度混合分布（Complex multi-scale distributions）。当 θ , 1时，复杂多尺

度混合分布是基于拉伸指数分布而复杂的。具体来讲，当 β → 0，复杂多尺度混合

分布在短时间尺度呈现常数，在中时间尺度呈现拉伸指数分布，在长时间尺度呈现

指数分布。当 x = 0，f (x |θ , 1) ≈ α
∆θ
。在短时间尺度范围内 x ∈ (0,∆], f (x |θ , 1) ≈

α(x+∆)−θe−
α

1−θ [(x+∆)1−θ−∆1−θ ]，其概率密度慢慢以拉伸指数分布衰减到中时间尺度。当

β ≫ α(x+∆)−θ时，即 x ≫ (α
β
) 1
θ −∆, f (x |θ , 1) ≈ βe−

α
1−θ [(x+∆)1−θ−∆1−θ ]e−βx，其时长时间

尺度的指数分布。当 ∆ ≪ x ≪ (α
β
) 1
θ −∆时，f (x |θ , 1) ≈ α(x+∆)−θe−

α
1−θ [(x+∆)1−θ−∆1−θ ]，

其是中时间尺度的拉伸指数分布。

我们在图6.1中展示了如上结论。我们在图6.1 a中展现了以幂律分布为基础的

复杂分布；在图6.1 b中展现了以拉伸指数分布为基础的复杂分布。再一次强调，所
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有这些分布都是由我们简单的危险函数模型产生，它可以产生从简单经典分布到

多尺度混合的复杂分布。

6.3.3 学习模型参数

我们模型的参数可以通过最大似然估计（MLE）框架来学习估计出。我们观

察到一组数据 {x1, ..., xn−1, xn}的对数似然函数为：

ln L(x1, ..., xn) = ln
n∏
i=1

λ(xi)e−Λ(xi ) =
n∑
i=1

ln λ(xi) −
n∑
i=1

Λ(xi) (6-5)

根据 θ 的不同取值，Λ(x)呈现不同的数学形式。当 θ , 1时，对数似然函数是：

ln L(x1, ..., xn |θ , 1) =
n∑
i=1

ln [β + α(xi + ∆)−θ] − β

n∑
i=1

xi −
α

1 − θ

n∑
i=1

[(xi + ∆)1−θ − ∆1−θ]

(6-6)

，当 θ = 1时，其对数似然函数为：

ln L(x1, ..., xn |θ = 1) =
n∑
i=1

ln [β + α(xi + ∆)−1] − β

n∑
i=1

xi − α
n∑
i=1

ln( xi
∆
+ 1) (6-7)

最大化公式6-5或6-6来得到参数 {β, α,∆, θ}，且满足限制 {β, α, θ ≥ 0;∆ > 0}，
就会得到我们估计的参数。然而，由于参数明确的物理含义，更多先验知识可以

融入优化中，比如初始值设定等等。我们之后回展示这一点。

该模型的另一个好处是所有参数都具有显示可求解的梯度。我们给出当 θ , 1

情况下的梯度为（即基于拉伸指数的模型）：

∂ ln L
∂β

=

n∑
i=1

1
A(i) −

n∑
i=1

xi (6-8)

∂ ln L
∂α

=

n∑
i=1

(xi + ∆)−θ
A(i) − 1

1 − θ

n∑
i=1

[(xi + ∆)1−θ − ∆1−θ] (6-9)

∂ ln L
∂∆

= −αθ
n∑
i=1

(xi + ∆)−θ−1

A(i) − α
n∑
i=1

[(xi + ∆)−θ − ∆−θ] (6-10)

102



第 6章 复杂分布函数生成及拟合

∂ ln L
∂θ

= −α
n∑
i=1

(xi + ∆)−θ ln(xi + ∆)
A(i)

− α
n∑
i=1

{ [−(xi + ∆)
1−θ ln(xi + ∆) + ∆1−θ ln∆]

1 − θ +
(xi + ∆)1−θ − ∆1−θ

(1 − θ)2 }
(6-11)

其中 A(i) = β + α(xi + ∆)−θ。
当 θ = 1时，我们给出基于幂律模型的梯度：

∂ ln L
∂β

=

n∑
i=1

1
B(i) −

n∑
i=1

xi (6-12)

∂ ln L
∂α

=

n∑
i=1

(xi + ∆)−1

B(i) −
n∑
i=1

ln( xi
∆
+ 1) (6-13)

∂ ln L
∂∆

= −α
n∑
i=1

(xi + ∆)−2

B(i) + α

n∑
i=1

xi
xi∆ + ∆2 (6-14)

其中 B(i) = β + α
xi+∆
。我们可以通过许多基于梯度的优化算法来解决优化问题。例

如，我们采用内点算法 [127]。为了实验的可重复性，我们开源了代码，见第6.7小节。

6.3.4 数据模拟

从累积分布函数 F(x) 生成随机数 x 的最简单和最优雅的方法是逆变换方法

（inverse transformation method）[126]。首先，我们从标准均匀分布U(0, 1]生成一个随
机数 u。通过求解 F(x) = u来得到 x，那么 x 就是服从分布 F(x)的随机数。我们
进一步将该方法扩展到生存分析中，即通过 F(x) = 1 − e−Λ(x)的事实将这种逆变换

方法扩展到危险率函数，其中 Λ(x) =
∫ x

x0
λ(s)ds。因此，F(x) = u = 1− e−Λ(x)，我们

可以通过求解 Λ(x) = − ln(1 − u)来得到 x。其中 u和 1 − u在从U(0, 1]抽样时没有
差别。由于 Λ(x)是单调递增函数，因此具有反函数 Λ−1，我们可以得到：

x = Λ−1(− ln u) (6-15)
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即使反函数 Λ−1 没有显示可推导出的形式，我们也可以通过数值求解的方式

得到。具体而言，通过求解等式 ln u+Λ(x) = 0得到 x，其中 u是从均匀分布U(0, 1)
中产生。

Input : Hazard function of model λ(x) = β + α(x + ∆)−θ , total number N

Output : {x1, ..., xN }
Set current number of events n = 1;

while n ≤ N do
Sample u ∼ Uni f orm([0, 1]) ;

Solve ln u + Λ(x) = 0 for x by Algorithm 7.;

xn = x;

end
Algorithm 6:通过危险函数模型6-1来产生随机变量

Input : Equation Φ(x) = log u + Λ(x).
Output : x

Set ϵ = 10−8, x = 0;

while |Φ(x)| ≤ ϵ do
if θ == 1 then
Φ(x) = ln u + βx + α ln( x

∆
+ 1);

else
Φ(x) = ln u + βx + α

1−θ [(x + ∆)1−θ − ∆1−θ];
end
Φ′(x) = β + α(x + ∆)−θ ;

x = x − Φ(x)
Φ′(x) ;

end
Algorithm 7: Newton迭代法

6.4 物理动力学机制

在本节中，我们将给出我们模型6-1的动力学生成机制，其产生的各种分布如

表6.1所示。我们将复杂数据分布视为由（非线性）动态系统生成，该系统将均匀
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图 6.2 产生拉伸指数分布（如 b中插图所示）的（a）数学方法，和（b）物理动力学过
程。（a）中产生的数据在 x轴上分布，（b）中产生的数据是一个在任意时刻 t下的截面状
态 x(t)的分布。

表 6.2 动力学机制。表中展示了幂律分布和拉伸指数分布的动力学产生机制。动力学过
程如图6.2所示。

幂律 Power law 拉伸指数 Stretched exponential

PDF α∆αx−(α+1) αx−θe−
α

1−θ x
1−θ

Hazard rate α
x

α
xθ

数学产生机制 x = Λ−1(− ln u) *
Inverse method x = ∆e

u
α x = (1−θ

α u) 1
1−θ

动力学产生机制: xi(t) = Λ−1(− ln( tti )) *
Growth xi(t) = ∆( tti )

1
α xi(t) = (1−θ

α ln( tti ))
1

1−θ

Preferential attachment dxi
dt =

xi
αt

dxi
dt =

xθi
αt

*即使反函数 Λ−1 没有显示可推导出的形式，我们也可以通过数值求解的方式得到

随机信号作为输入：

6.4.1 均匀输入信号和动力学增长

我们将从动力学系统的角度给出产生数据的过程，我们的第一步是通过随机

点过程（Point process）和生存分析（Survival analysis）的角度构建系统的输入信号。

我们从标准均匀分布 U(0, 1]中产生 n个符合目标分布随机数的过程可以看作是一

个随机点过程。给定泊松过程 N(t) = {ti |i = 1, ..., N(t) = n; 0 < t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn}，
然后 ti均匀分布U(0, 1]的区间内。如果我们将 ti通过除以 t来标准化，然后 u = ti

t

遵循标准均匀分布 U(0, 1]。我们把等式6-15中的 u替换成 u = ti
t
，得到每个个体 i
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的动力学增长方程，每个个体 i在 (0, t]时间段内到达时间 ti 是随机均匀分布的:

xi(t) = Λ−1(− ln u) = Λ−1(− ln( ti
t
)) = Λ−1(ln( t

ti
)). (6-16)

例如，我们让 λ(x) = αx−θ，当 θ = 1时，其产生幂律分布 f (x) = α∆αx−(α+1)，

当 θ , 1 时，其产生拉伸指数分布 f (x) = αx−θe−
α

1−θ x
1−θ (如模型小节所述)。因此，

Λ(x |θ = 1) = α
∫ x

∆

1
s
ds = α ln( x

∆
)，而且 Λ(x |θ , 1) = α

∫ x

∆

1
sθ

ds = α(x1−θ−∆1−θ )
1−θ 。我们可

以得到他们的反函数 Λ−1(y |θ = 1) = ∆e
y
α 和 Λ−1(y |θ , 1) = ( 1−θ

α
y + ∆1−θ) 1

1−θ。

通过对公式6-16使用 Λ−1(y |θ = 1) = ∆e
y
α，我们得到动力学增长公式：

xi(t) = Λ−1(ln( t
ti
)|θ = 1) = ∆e

ln( t
ti

)
α = ∆( t

ti
) 1
α . (6-17)

类似的，当 θ < 1时，通过将 Λ−1(y |θ , 1) = ( 1−θ
α
y + ∆1−θ) 1

1−θ 带入等式 6-16，我们

得到动力学增长曲线：

xi(t) = Λ−1(ln( t
ti
)|θ , 1) = (1 − θ

α
ln( t

ti
) + ∆1−θ) 1

1−θ . (6-18)

6.4.2 动力学生成过程-基本模型

我们的第二步是通过连接生存分析和动力学系统来逆向工程其动力学生成机

制。通过对公式6-17和6-18对时间求导，我们得到产生幂律分布和拉伸指数分布的

动力学生成模型如下：

dxi(t)
dt
=

d∆( t
ti
) 1
α

dt
=
∆

t
1
α

i

1
α

t
1
α−1 =

xi(t)
αt

(6-19)

dxi(t)
dt
=

d(1−θ
α

ln( t
ti
) + ∆1−θ) 1

1−θ

dt
=

( 1−θ
α

ln( t
ti
) + ∆1−θ) θ

1−θ

αt
=

xi(t)θ
αt

(6-20)

我们通过公式6-19发现产生幂律分布的线性偏好依附（linear preferential attachment）

机制，和通过公式6-20发现产生拉伸指数分布的非线性偏好依附（non-linear pref-

erential attachment）机制，和在网络科学中发现的随机图（random networks）产生

的无尺度效应（scale-free observations）结论一致 [2]，也间接证明了我们的理论。
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6.4.3 动力学生成过程-扩展模型

在此我们给出我们模型的动力学生成过程。当 λ(x) = β+α(x+∆)−θ时，Λ(x) =∫ x

0 λ(s)ds = βx + α
1−θ [(x + ∆)1−θ − ∆1−θ]。通过我们的构造，我们得到：

Λ(xi(t)) = βxi(t) +
α

1 − θ [(xi(t) + ∆)
1−θ − ∆1−θ] = ln

t
ti

(6-21)

通过对等式两边时间 t 求导，我们得到：

dxi(t)
dt
=

(xi(t) + ∆)θ
β(xi(t) + ∆)θ t + αt

(6-22)

因此，从动力学系统的角度来看，表现出复杂多尺度混合分布的复杂数据（由我

们的模型6-1所刻画）是从具有微分方程6-22的动力学系统生成的。该系统包括物

理机制如下：非线性偏好附件项 (xi(t) + ∆)θ，系统在不断增长项 αt，加上短时间

尺度混合复杂性 ∆ 和长时间尺度混合复杂性 β(xi(t) + ∆)θ t。我们的动力学系统包
括系统6-19和系统6-20作为特例。

进一步，我们在随机网络场景中描述数据生成过程如下：

• 新节点 i在时间段 0 < ti < t 内按照泊松过程到达系统，其中 t 是最大观察时

间；

• 节点 i的度数 xi(t)，即临接边数，随着时间按照动力学方程6-22增长。

之后，在任意时刻 t下观测系统每个节点的数度状态，即截面（cross-sectional）状

态，符合分布 fX(x) = λ(x)e−
∫ x

−∞ λ(s)ds，其中 λ(x) = β + α(x + ∆)−θ 如模型6-1所示。

6.5 实验

在本节中，我们将在模拟数据和真实数据集上评估我们的模型。

6.5.1 模拟数据分析

6.5.1.1 忽略现实复杂性引入的系统偏差

实际上，现实世界数据的分布要比纯幂律分布复杂得多。我们将在下一节中

展示来自真实世界数据集的证据。在这里，我们研究了将著名且被广泛使用的幂

律拟合方法（表示为 PL方法）[129]应用于复杂分布而可能引入的偏差。

长时间尺度复杂性。 我们首先研究在长时间尺度引入复杂混合分布对幂律

方法 PL 带来的系统误差。参数 β 是建模长期复杂性的最简单形式。通过改变
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图 6.3 在长时间尺度，短时间尺度和中时间尺度引入的复杂模态给先前的方法引入了系
统偏差，而我们的方法（绿色圆点线）很好地拟合了现实。第一行显示了不同尺度范围内
具有不同复杂性的分布。最后两行展示了模型参数的平均估计值，随着刻画相应尺度内复
杂模态的参数变化而变化的函数。每列中的三个图像具有相同的参数设置。在所有情况
下，统计误差都小于数据点，所以没有画出。真实参数值以虚线显示。PL方法中描述的
pdf是 f (x) = αPL−1

xmin
( x
xmin

)αPL，其中 α = αPL − 1。

λ(x |β, α = 0.5,∆ = 50, θ = 1) 中的 β 的值，我们得到了一系列的分布，如图6.3所

示。当 β = 0时，如图 6.3 a中蓝色曲线的直线部分（幂律指数为 1 + alpha = 1.5）

所示，表明其没有在长时间尺度下的复杂混合信号。随着 β 的增加，长时间尺度

下的复杂混合信号将向左，即朝短时间尺度发展，直到两个部分重叠。实际上，长

时间尺度的特征尺度是 α
β
，而短时间尺度的特征尺度是 ∆（参见模型小节）。我

们通过限制 β < 10−2 来避免两个尺度范围的重叠。对于特定的 β 值，我们通过
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λ(x |β, α = 0.5,∆ = 50, θ = 1)模型生成 104 个样本（一个相对较大可以获得合理的

拟合结果的数据集，同时在基线对比方法的可扩展性范围内。我们将展示我们的

模型的可扩展性，而对比模型不能扩展到大的数据集。），然后用 PL方法和我们的

模型来拟合样本来估计 α和 ∆。

图 6.3 e和 i绘制了 α（缩放指数，scaling exponent）和 ∆的平均估计值随着

β变化而改变的函数。我们发现 PL方法估计的幂律缩放指数 α与虚线标记的真值

之间的差异随着 β增大而越来越大，如图6.3 e所示。相比之下，我们的模型很好

地估计了真正的幂律缩放指数的值。对于图6.3 i中所示的刻画短期复杂信号的参

数 ∆的估计，PL方法严重高估了真实价值，当 β ≈ 3 ∗ 10−5时，PL对其估计值高

估达 450倍！随着 β的增加，长时间尺度和短时间尺度逐渐重合。因此通过 PL方

法估计的 ∆从高估逐渐降低到真实值。

短时间尺度复杂性。然后我们考虑短期复杂性的影响。参数 ∆是刻画短时间

尺度复杂信号的最简单形式。图 6.3 b绘制了 λ(x |β = 0, α = 0.5,∆, θ = 1)随着 ∆变
化而变化的关系，其概率密度函数包括短时间尺度平台和之后的有着相同幂律指

数的幂律分布。当 ∆越大时，其短时间尺度的范围越大。类似地，对于特定的 ∆

的值，我们通过 λ(x |β = 0, α = 0.5,∆, θ = 1)生成 104个样本，然后用 PL方法和我

们的模型拟合样本来估计 α和 ∆的值。如图 6.3 f和 j所示，我们的模型很好地估

计了两个参数的真实值，对于这个实验设置，PL方法很好地拟合了幂律缩放指数

α，但是 α的好结果是以高估 ∆为代价的，表明 PL方法丢弃了在短时间尺度的很

多样本数据样本。具体而言，短时间尺度的样本数占整个数据集的 ≥ 80%。说明

PL方法并不能整体的刻画数据的分布，但是我们的模型可以。

中时间尺度复杂性。最后,我们研究了中等时间尺度下复杂性的影响。当 θ = 1

时，中等时间尺度下的概率密度函数遵循幂律分布，其幂律缩放指数为 1 + α。通

过改变 λ(x |β = 0, α,∆, θ = 1) 的 α 值并控制其他参数时，我们得到中等时间和长

时间尺度下，有着不同幂律指数的幂律分布。图 6.3 c 绘制了当 α 变化时相应的

λ(x |β = 0, α,∆ = 50, θ = 1)，α越大时，曲线越陡峭。然而，我们发现当 α增长时，

PL方法低估了幂律缩放指数 α，并且其差异变得越来越大，如图6.3 g所示。此外，

PL方法同时严重高估了短时间尺度尺度参数 ∆，甚至高达 3个量级，如图6.3 k所

示。相比之下，我们的模型始终如一地准确地估计了参数地真实值。

当 θ , 1 时，中等时间尺度下的概率密度函数遵循拉伸指数分布（stretched-

exponential distribution）。图6.3 d绘制了不同 θ下的 λ(x |β = 0, α = 1,∆ = 50, θ)。具
有 θ = 1的红色曲线是幂律分布（在中等和长时间尺度下），其 pdf曲线尾部的斜

率为 α + 1 = 2，而其他曲线是拉伸指数分布。我们无法通过视觉检查来区分这些
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图 6.4 a）拉伸指数分布的渐近行为。（b）模型对数据规模的扩展性。我们的模型可以应
用于大规模数据集，而幂律 PL方法则不能。

幂律分布或拉伸指数分布曲线之间的差异。我们在下一个小节通过运用幂律工具

和泰勒展开来分析幂律和拉伸指数分布之间的关系。在 (−∞, 1 + ϵ]的范围内，当
ϵ → 0（参考渐近分析部分）时，θ 越大，曲线的尾部越高，如图6.3 d 所示。当

θ < 1时，我们发现 PL方法高估了幂律缩放指数 α，而当 θ > 1时，PL方法却会

低估 α 的值，如图6.3 h所示。与此同时，PL方法一直高估了 ∆，如图6.3 l所示。

相比之下，我们的模型再次给出了更好的估计。

6.5.1.2 渐进分析

我们进一步研究了模型的渐进行为。以拉伸指数函数作为例子，当在概率概

率分布尾部我们几乎无法从肉眼区分幂律分布和拉伸指数分布。具体来讲，拉伸

指数分布的概率密度函数为： f (x |θ , 1) = αx−θe−
α

1−θ x
1−θ 当 x > 0时。θ < 1时，通

过在 x → 0时的 Taylor展开，我们得到：

f (x → 0|θ < 1) = α

xθ
[1 − α

1 − θ x1−θ + O(x2−2θ)] (6-23)

因此， f (x → 0|θ < 1) ≈ α
xθ
，该信号很容易在 ∆ 很大时在短时间尺度丢失。当

x → ∞时， f (x → ∞|θ < 1) = αx−θe−
α

1−θ x
1−θ ，其比幂律分布 α

xθ
衰减得更快，但是

比指数分布 e−
α

1−θ x
1 衰减得更慢。

当 θ > 1且 x → ∞时，我们得到 Taylor展开式：

f (x → ∞|θ > 1) = α

xθ
[1 + α

(θ − 1)xθ−1 + O( 1
x2θ−2 )] ≈ α

1
xθ
+

α2

θ − 1
1

x2θ−1
(6-24)
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, 近似于幂律分布，其幂律缩放指数由 θ 和 2θ − 1 交替控制。当 θ = 1 + ϵ 其中

ϵ → 0+ 时，系数 α2

θ−1 ≫ α，因此 f (x → ∞|θ = 1 + ϵ, ϵ → 0+) ≈ α2

θ−1
1

x2θ−1 =
α2

θ−1
1

x1+2ϵ，

表示其缩放指数为 1 + 2ϵ 当 ϵ → 0+。相反，当 θ ≫ 1， f (x → ∞|θ ≫ 1) ≈ α
xθ

,表

示其幂律缩放指数为 θ 当 θ ≫ 1时。因此，在数学上，我们得出结论，经验中的

幂律结论可以来自拉伸指数分布的渐近行为。此外，一个有趣的现象是，当 θ从 1

增加时，分布曲线首先变得更胖然后回到之前的状态并且更加陡峭和陡峭。上述

渐近分析可以通过具有不同 θ 值的分布的重合来验证，如图 6.4 a所示。

6.5.1.3 模型对数据规模的可扩展性

我们通过数值模拟对比了我们模型和幂律（PL）方法对大规模数据的的扩展

性。我们在幂律分布配置 λ(x |β = 0, α = 1,∆ = 50, θ = 1)下生成 N 个样本，并通

过改变 N，我们绘制两种方法拟合数据所消耗的平均时间，如图 6.4 b所示。幂律

方法的复杂度为 ≈ O(N2)。幂律方法的样本大小的经验上限为 105。PL方法的可扩

展性更差是由于对 ∆ [129]的线性搜索导致。但是，我们的方法可以以更快的速度应

用于更大的数据集。例如，当 N = 105时，我们得到拟合结果的速度为 PL方法的

≈ 2 ∗ 103倍，并且对分布整体的拟合有更好的准确性。

6.5.2 真实世界数据分析

6.5.2.1 广泛的数据集

我们通过来自不同学科不同场景下的 16 个真实世界数据集来验证我们的方

法。根据数据集的时间性质，我们将它们分类为静态截面数据（cross-sectional ob-

servation）和动态数据（dynamic observation）。我们使用 a-p来对应如图6.5的编号。

前八个数据集来自静态截面数据：

1. (a)赫尔曼梅尔维尔（Herman Melville）在小说《白鲸记》（Moby Dick）中

出现的单词的使用数 [122]。

2. (b) 1968年 2月至 2006年 6月全球恐怖袭击事件造成的死亡人数 [123]。

3. (c)在地球上的每个分类群体中的哺乳动物数量 [141]。

4. (d) 1984年至 2002年间受美国停电影响的客户数量 [122]。

5. (e) 2000年美国人口普查中的美国城市人口数 [129]。

6. (f) 1986年至 1996年间美国发生的山林野火的英亩数大小 [122]。

7. (g) 1910年至 1992年间在加利福尼亚发生的地震强度 [122]。

8. (h) 电影-演员二分网络中的演员参演电影度数 [2]。
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图 6.5 来自真实世界不同学科的 16个数据。每张图绘制了真实数据的 PDF，我们模型
拟合结果，和 PL方法 [129]的拟合结果。真实的分布是复杂的多尺度混合分布，我们的方
法（绿色圆圈）很准确的拟合了现实数据集（紫色方块），而被广泛采用的 PL方法（其函
数以虚线标记，其函数生成的样本以三角形刻画），则显示出较大的误差。

后八个数据集来自人类（human dynamics）或社会动态行为（social dynamics）的

详细记录：

1. (i) 微信（WeChat）中一个活跃用户在添加连续好友事件的时间间隔（inter-

event time，IET）[3,124]。

2. (j) 来自手机用户的连续发短消息的时间间隔分布 [47]。

3. (k) 爱因斯坦一生中信函通信的回复时间 [36]。
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4. (l) 弗洛伊德一生中信函通信的回复时间 [36]。

5. (m) 在一所大学内三个月所有用户间连续发送邮件的时间间隔 [35,44].

6. (n)腾讯微博（Tencent Weibo）中一条特定信息的级联传播（cascade）过程中

中两次转发的时间间隔 [6,62]。

7. (o)腾讯 QQ中多人在线群聊行为的时间间隔 [46]。

8. (p)连续修订一个维基百科（Wikipedia）项目的合作行为的时间间隔 [118]。

我们编辑并公开所有数据集（参见6.7）以保证实验的可重复性，其中最后八个数

据集为第一个人类和社会动态的数据集（human and social dynamics）。

6.5.2.2 结果

我们通过回答我们的模型是否可以刻画所有经验数据集来验证我们的方法。

我们将我们的方法与 [129]中开发的最先进的方法进行比较，表示为 PL模型，它被

广泛用于拟合可能遵循幂律的胖尾（fat-tailed）分布。

图6.5绘制了真实数据集，PL模型和我们的模型拟合的结果。我们发现真实世

界数据集的分布比纯幂律分布复杂得多。对于不同的数据，其分布表现出不同的

多尺度复杂性。然而，我们的模型（绿色圆圈）和所有图中的真实数据（紫色方

块）的重叠表明模型的良好性能。根据上一小节模拟数据分析，分布中的多尺度

复杂性致使 PL模型严重高估 xmin，我们也在真实数据集中观察到同样的偏差，如

图6.5所示。由 PL模型学习的 f (x)有着系统的偏差：参阅图6.5中表示 PL结果的

灰色三角形和表示实际数据的紫色方块的极大的差异。

然后我们进行了定量分析。给定真实数据 X = {x1, ..., xn}，通过 PL方法和我

们模型，我们估计了 pdf f (x |Θ)的参数 Θ。然后，我们用我们的方法生成模拟数据
样本标记为 Xour = {x1, ..., xn′}，和用 PL 方法产生的模拟数据 XPL = {x1, ..., xn′} 。
我们通过双样本Kolmogorov-Smirnov距离（KS-Dist）评估拟合准确性，即KS-Dist

= maxx |F̂i(x) − F(x)|，该误差越低越好。F(x) 是从实际数据中学习的非参数累积
分布，而 F̂(x) 是从方法 i 产生的模拟数据集中学习的非参数累积分布。双样本

Kolmogorov-Smirnov 距离广泛用于这种假设检验任务。为了消除由于生成的样本

数量较少而导致的误差，我们设置生成样本数为 n′ = 10 ∗ n。我们在表格6.3中总

结了数据和结果。我们发现对于所有 16个数据集，我们的方法较 PL方法而言误

差要小得多，这表明我们方法的优越性。
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6.6 讨论

我们模型的设计原则是：保持简单，刻画复杂。我们只用一个参数 ∆来刻画

短时间尺度的复杂性，一个参数 β 刻画长时间尺度的复杂性，一个参数 θ 用于同

时刻画中时间尺度的幂律分布和拉伸指数分布。进一步，通过我们的框架可以设

计出更加复杂的模型。例如，可以进一步开发混合物重尾模型，对数正态分布等

等。可以预期通过更复杂的模型我们可以得到更小的真实数据和拟合结果之间的

误差。但是，无论模型有多复杂，建模参数都应该是可解释的。此外，可以通过贝

叶斯框架捕获关于参数的先验知识。更多真实世界的数据集应该被验证。应重新

检查以前基于将 PL方法应用于复杂分布得到的所有结论。

6.7 结论

在本文中，我们发现各种真实数据的分布函数，从艺术，生物，物理，地质，

社会科学到计算机科学，从横断面观察到动态记录，都遵循复杂的多尺度混合模

型。我们开发了一个框架，来刻画现实世界中的复杂分布。通过对数据的生成过

程的动力学建模，我们极大地简化了模型的数学形式，但同时生成了大量复杂的

分布。我们进一步给出了有效的参数学习方法和数据模拟生成算法。更重要的是，

我们的模型不是一个复杂的黑盒模型，而是用一个统一的微分方程来解释所有这

些复杂分布的动力学生成机制。我们通过各种各样的合成数据集分析模型的属性，

并通过 16个真实数据集验证了我们的模型。我们的模型很好地拟合了所有这些数

据的复杂分布。我们的模型可能提供一个框架，来拟合真实数据中的复杂分布，并

了解它们的动力学生成机制。简而言之，我们的贡献总结如下：

• 统一的模型： 我们提出了一个通用模型，来拟合真实数据中的各种复杂分

布，并给出参数学习和数据模拟算法。

• 简洁性：通过四个参数，我们的模型通过一个简单的形式来刻画真实数据分

布中的多尺度复杂性。

• 可解释性： 我们的模型可以通过一个统一的动力学方程解释其动力学生成

极致。模型参数在随机网络场景中都具有明确的物理意义。

• 实用性：我们的模型准确地拟合了各种学科中复杂的真实数据集分布，并

且可以推广成更复杂的模型。我们将代码和数据集开源在：www.calvinzang.

com。
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第 7章 结论与展望

7.1 结论

本文尝试将计算机科学和物理学理论融合，通过数据驱动的方式，对复杂社

交系统演化机制进行了动力学建模，并通过微信（首次）和腾讯微博等大规模社

交数据上进对所提出的研究方法在行了实验验证。具体而言，本文研究了复杂社

交系统演化的三个核心子课题：一，社交网络多尺度演化规律发现和建模，其旨

在回答复杂社交系统在不同尺度如何增长的问题；二，信息流在网络中传播的复

杂模式生成，其旨在回答信息流在复杂网络上如何传播的问题；三，宏观分布函

数的微观动力学起源定理，其旨在回答如何连接微观行为和宏观现象的问题。

• 在第二章中，我们研究了宏观社交系统演化规律发现和建模：我们研究了多

个社交复杂系统的宏观演化过程，包括了中国最大社交网络微信从上线两年

内网络演化的详细过程，覆盖 3 亿用户，47.5 亿条带创建时间的社交连接。

我们发现许多社交系统用户数的增长不是指数增长，也不是线性增长，而是

幂律增长。进一步，我们首先提出了社交连接的增长也是符合幂律增长的现

象。我们给出了产生社交复杂系统节点和连接幂律增长的机制，并通过动力

学方程和对应的微观随机过程建模。我们的动力学方程，能产生广泛的复杂

动力学增长现象，并准确地拟合和预测了真实社交系统的增长规律。

• 在第三章中，我们研究了微观社交系统演化规律发现和建模：我们研究了驱

动复杂社交系统宏观演化的微观个体动态行为，发现微观个体加好友行为呈

现极大的随机性和异构性。我们发现微观个体行为在长期遵循非线性幂律随

机增长过程，在短期呈现爆发随机增长过程。我们提出了三个机制，即平均

效应，多尺度效应，相关效应，来控制不同尺度下的个体随机行为模式，并

给出一个长短记忆随机过程建模。通过模型分析，我们进一步发现了微观用

户加好友的统计规律和典型行为类型，并应用于用户画像聚类和异常检测等

应用。

• 在第四章中，我们研究了信息流在网络中传播的复杂模式生成：我们研究了

信息流在网络中传播产生有规律的复杂几何模式的过程。尽管越来越多的研

究旨在了解信息流的传播机制，但对于这些传播模式的几何形状以及它们在

传播过程中是如何形成的却知之甚少。通过探索了大规模在线社交媒体数据

集中提取的 4.32 亿个信息流模式，我们在一个三维度量空间发现信息流传

播结构的复杂几何模式。相比之下，对信息流传播结构的几何模式的现有理
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解仅限于扇形展开或狭窄的树状的几何形状。我们发现了控制复杂信息流几

何模式形成的三个关键因素：异质性，集体性，和记忆性。之后，我们提出

了一个包含这些因素的随机过程模型，证明它可以成功复现真实信息流传播

模式中发现的各种几何形状。我们的发现为信息流的微观机制提供了理论基

础，其可能的应用包括对信息的预测，控制和政策决策等等。

• 在第五章和第六章，我们研究了（宏观）分布函数的（微观）动力学起源定

理： 我们总结了许多科学研究都遵循如下模式：从对一个系统的截面状态

数据来推断其动力学生成/演化机制。但是，正式且系统地学习它们之间关系

的研究却少之又少。我们将复杂的截面状态数据视为通过确定的动态系统生

成，该系统以均匀的随机信号作为输入。我们构造了（截面状态）概率分布

函数与其动力学生成系统之间的一个等价关系，然后开发了一个框架来从截

面状态数据，或数据分布函数，来推断其动力学生成过程。通过这样的框架，

我们能够从各种分布中发现新的动力学生成机制，而且可以从各种动力学生

成机制中发现新的概率分布函数。我们通过合成数据和真实数据验证了我们

的框架。实验结果表明，我们的框架能够准确地发现和拟合各种数据分布函

数的动力学生成过程。我们的研究有助于发现现实世界中复杂截面数据的未

知动力学生成机制进一步，在第六章中，我们给出一个统计模型，来拟合和

解释真实世界中的复杂分布函数，而最常用的统计模型面对现实复杂数据表

现出了系统误差。我们展示了刻画动力学机制的优势--通过刻画相对简单的

动力学产生过程，来简化刻画复杂生成现象模型的复杂度。

7.2 展望

我们通过数据驱动的动力学建模研究方法，例如第一次对微信等数据的大规

模研究，发现了很多全新的复杂现象，并进一步增强了原有物理动力学模型刻画

复杂社交系统的能力。而相对于计算机对社交网络的研究工作，我们从复杂系统

角度引入物理动力学模型的可解释性来解释复杂社交系统的运行机制。我们希望

进一步沿着这个方向发展，通过融入机器学习模型，进一步增强物理模型对复杂

社交系统数据的表达能力，进一步通过物理动力学模型（统计物理，网络科学等）

融入可解释性，通过计算机科学（数据挖掘，机器学习等）提供可计算性，到达两

个学科更好的融合。我们将未来研究思路总结如下图7.1：

具体而言，对于时间和空间维度的增长现象。无论是第二章中的宏观动力学

增长，还是第三章中的微观随机增长，我们提出的增长模型可以被广泛用于其他

研究领域，如生态学，社会科学，人口学等，从线虫 C.elegans的连接增长到公司
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物理动力学建模

数据挖掘 机器学习

复杂
食物, 生态 ,社交, 

Biological, 科技 …

系统 (t)

输入 输出

实证

猜想

模型

分析

解释

学习

验证
预测

数据驱动
大规模

物理社会

传播

极简模型

挖掘

可解释性
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图 7.1 计算科学与物理动力学理论的交叉研究范式

企业的成长等等。此外，我们模型的一个主要限制是忽视外部影响。在开放环境中

的外部信号如何影响社交网络的增长或衰退动态仍有待研究。无论是宏观还是微

观，如何刻画网络增长的更多指标，如更多结构特征，抑或是提出新的模型框架，

将网络结构在连续时间内演化直接建模，仍有待探索。

在第四章信息流在网络中传播的复杂模式生成中，我们探索了如何产生信息

流复杂几何结构的动力学模型。进一步，我们是否可以给出刻画信息流传播的模

型，在结构，时间和语义三个维度都可以很准确地模拟真实信息传播？这样，我们

就可以给出模拟真实世界信息传播的微观系统，进一步模拟诸如群体事件的产生

和发展过程，到达舆情监控的目标。

在截面状态的动力学起源定理一章，我们认为复杂的截面状态数据，是在某

时刻观察确定的动态系统的输出状态得到的。而该系统输入的是均匀的随机信号。

也就是，我们将宏观现象建模为确定的复杂系统对微观的随机输入信号的变换。我

们希望连接微观随机性和宏观确定性，从静态截面状态数据反推动态演化机制。进

一步，如何将描述系统的有语义的协变量融入动力学建模中，进一步加强动力学

模型的准确性和可解释性，仍然值得探索。例如在医学研究中，协变量如年龄，性

别，收入等社会经济状态及生活方式等对病理动力学演化至关重要，且与本文中

探究的生存分析，尤其是半参数化生存分析模型密切相关。第七章中我们通过刻

画简单的动力学产生机制，产生和拟合了复杂数据的分布。我们的思路是：与其直

接建模复杂的输出现象，通过建模相对简单的动力学生成机制，可以极大地简化
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模型复杂度。这也是动力学建模理解复杂社交系统机制的一个优势所在。我们可

以沿着所提出的框架思路，给出更多模型，如刻画长尾混合模型等等的模型，来

产生和刻画更复杂的输出数据。

总之，解释复杂社交系统演化机制需要计算机科学与物理学理论的进一步交

叉融合，并需要进一步面向强应用。我们提出的数据驱动的动力学建模研究方法，

试图为建模，理解，预测真实大规模复杂社交系统奠定了一定的理论基础。
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（SI或 Bass被划掉）。图 a-b均为双对数坐标。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

图 2.2 网潮-节点模型产生广泛的增长动力学曲线。三种典型的有着不同参

数的累计增长曲线，在三种不同的坐标系统 a，c和 e下，其对应的
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(θ = 0, N = 104, β = 3 × 10−5)， Log-Logistic增长有着幂律初期增长

(θ = 1, N = 104, β = 3 × 10−4)，和 Stretched-Logistic增长有着拉伸的
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色实线，还有黄色点线呈现。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

图 2.3 网潮模型准确地拟合了真实数据。我们的模型准确地拟合了四个真

实社交网络的动态增长过程。四行分别对应于微信（a-c），arXiv（d-f），

安然 Enron（g-i）和腾讯微博（j-1）。在每一行中，有五个评价指标：

n(t)和 e(t)在第一列图中， dn(t)
dt
和 de(t)

dt
在第二列图中, e(n(t))在第三

列图中。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

图 2.4 网潮模型 NetTide 打败了所有基线模型。 网潮节点模型 NetTide-

Node在 NRMSE 指标上都打败了其他模型。网潮链接模型 NetTide-

Link以较低的误差拟合了所有数据。更重要的是，现有的模型并没

有刻画边增长的动力学模型。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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图 2.5 网潮模型 NetTide可以很好地预测未来。图中点代表真实数据，黑

色实心点表示训练数据部分，空心点表示预测数据部分。红线和蓝线

分别是网潮-节点模型 NetTide-Node和网潮-链接模型 NetTide-Link

的预测结果。灰色虚线是 SI的结果。上面两张图是微信的结果，而

下面的两张图是 arXiv的结果。（a）和（c）是短期预测的结果，而

（b）和（d）是长期预测的结果。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

图 2.6 网潮-存活随机生成器 NetTide-Survival 产生了逼真的动力学增长过

程。(a-b) NetTide-Survival产生的 10条 n(t)累计增长曲线 (方块标记

□)和 10条 dn(t)
dt
速率曲线 (点划线)。实线是我们模型拟合的结果。每

条颜色的线代表着一个模拟样本。(c-d) 是对链接模拟的结果。(e-f)

是 n(t)和 e(t)幂律增长指数的直方图。由 NetTide-Survival分别产生

1, 000条 n(t)和 e(t)曲线。红心代表着真实微信数据的结果。其中插

图展现 n(t)和 e(t)在双对数坐标下的幂律初期增长，即类似直线。 . . . . 36

图 2.7 网潮-过程随机生成器 NetTide-Process 产生了逼真的动力学增长过

程。(a-b) NetTide-Process 产生的 10 条 n(t) 累计增长曲线 (方块标

记 □) 和 10 条 dn(t)
dt
速率曲线 (点划线)。实线是我们模型拟合的结

果。每条颜色的线代表着一个模拟样本。(c-d)是对链接模拟的结果。

(e-f) n(t)和 e(t)幂律增长指数的直方图。由 NetTide-Process分别产

生 1, 000条 n(t)和 e(t)曲线。红心代表着真实微信数据的结果。其中

插图是双对数坐标，展现 n(t)和 e(t)的幂律初期增长。 . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

图 2.8 网潮-过程随机生成器 NetTide-Process 产生的模拟数据可以被网潮

模型 NetTide 很好的学出。(a-f) 有生成的 1, 000 个实例学习出的参
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代表着随机网络情形。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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图 3.1 微观个人的社交链接，在长期呈现出各种各样的非线性随机幂律增

长，在短期呈现随机爆发增长。长短记忆随机过程模型 LSMP很好

地刻画了真实数据。（a）（e）（i）分别绘制了三个不同增长模式的
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图 3.3 社交行为参数分布。短期记忆参数：(a) α，(b) λ∞，(c) ∆∞；长期记
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图 3.3。不同子类中的样例在 b-g图中展示。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

图 3.5 短期加好友的记忆行为聚类。（a）在线性-对数坐标系下短期记忆衰

减指数 θ 和短期时间尺度 δ0 的联合分布。插图刻画了在子类 1和 2

中典型的连个用户的 IET分布。（b）短期记忆衰减指数 θ 和长期幂

律增长指数 α在线性-线性坐标系下的联合分布。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

图 4.1 真实信息流传播数据和不同模型产生的模式。（A）二十个真实信息

传播模式，每个大小为 100±3，代表从中心节点（以绿色着色）开始

的信息级联传播。节点和链接分别代表用户和转发。不同的颜色对

应不同的社区组 [103]。（B-D）分别由：（B）我们所提出的模型（C）
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图 4.2 通过三维度量空间量化信息流传播模式的几何特性。真实信息流传

播几何结构的（A）质量与极性，（B）质量与延伸性，和（C）延伸性

与极性的二维联合分布。其中不同角落处的图案示出了对应度量值

的典型几何形状。（D-F）热度图是真实 432, 101, 384个信息级联传播
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提出模型所产生的信息传播模式，（J-L）是现有 SIS模型产生的信息
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图 4.3 控制信息流传播的三个要素。（A）异质性。对数分布图上的影响分

布，证明了整个用户群的异质性。插图描绘了对不同角色（即原始

发布者与转发用户）的影响的热图，其中颜色代表概率密度值。（B）

假设检验来测试信息传播的集体效应。我们的零假设是用户间传播

没有集体效应，而柱状图显示了拥有不同粉丝的用户的零假设拒绝

比例，我们采用双样本 Kolmogorov-Smirnov检验设置了 5%显着性

水平。（C）重复出现次数 m的分布，用于衡量用户在单个信息传播

中发布的消息数量，显示具有幂律指数 γ = 3.53 ± 0.34的胖尾分布，

其中虚线绘制了没有记忆效应的零模型的结构，因此是窄尾的。 . . . . . . 64

图 4.4 模型评价。三个度量（A）质量（mass），（B）极性（polarity）和（C）

延伸性（outreach）的分布，分别由我们的模型模型（红色实线），SIS

模型（黑色虚线曲线）和分支过程（黑色虚线曲线）产生。而真实数

据分布用（圆圈）标注。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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图 5.2 6个真实数据的 PDF，它们分布的拟合结果，估计出的动力学生成过
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图 5.3 定理的示意图。a）每个节点根据公式 5-26改变其好友连接数，如每

条彩色曲线所示。（b）在时间点 t，我们观察到横截面度分布。 . . . . . . 90

图 5.4 我们的定理和推论尝试连接图中孤立的节点。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

图 6.1 模型所产生的分布。我们的模型产生了一系列分布，包含幂律分布
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multi-scale complexity）等等。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

图 6.2 产生拉伸指数分布（如 b中插图所示）的（a）数学方法，和（b）物

理动力学过程。（a）中产生的数据在 x轴上分布，（b）中产生的数据
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图 6.3 在长时间尺度，短时间尺度和中时间尺度引入的复杂模态给先前的
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